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摘要: 本文研究了特征零的代数闭域上秩为 4 的有限维特殊 Cartan 型李超代数 S 的结构. 利

用正则元的划分, 确定出 S 关于典范环面的所有正根系, 从而得到了 S 的所有 Borel 子代数; 对于每

一个正根系, 通过给出其单根系, 得到了任何两个 Borel 子代数的连接关系; 最后确定了每一个 Borel

子代数的极大可解性. 本文所得结果可用于进一步研究 Cartan 型单李超代数的结构与表示.
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1引言

特征零代数闭域上有限维单李超代数分为 9 族典型李超代数和 4 族 Cartan 型李超代数
W (n) (n ≥ 3), S(n) (n ≥ 4), H(n) (n ≥ 5) 和 S̃(n) (n ≥ 4且n为偶数)[1]. 目前, 典型单李超
代数的结构与表示理论已经比较丰富, 但关于 Cartan 型李超代数的研究结果相对较少. 文
[2] 定义了素特征域上有限维广义 Cartan 型李超代数, 并且讨论了它们的单性与限制性. 这
类模李超代数在除幂代数退化为基础域时, 对偶于特征零域上 Cartan 型李超代数. 文 [3–5]
刻画了 Cartan 型李超代数的有限维不可约表示, 并在纯奇维数超流形的张量场上实现了这
些不可约表示, 进而利用不变微分算子方法给出不可约特征标. Serganova 在文 [6, 引理 4.1]
中指出, W (n), S(n), H(n) 的任意两个 Borel 子代数都可以通过一系列反射连接, 这里 S(n),
H(n) 分别是 S(n), H(n) 通过添加次数导子得到的扩张李超代数.

S(3) 同构于典型李超代数 P (2), S(4) 是最小的特殊 Cartan 型李超代数 [1]. Cartan 型
李超代数与李代数乃至典型李超代数在结构性质上有本质区别. 例如, Cartan 型李超代数
关于环面分解的根未必正负成对, 根的重数也未必是 1; 对李超代数, 一般按照正根系定义
Borel 子代数. 这是因为, 按极大可解子代数定义的 Borel 子代数, 从表示论观点看, 显得过大
[7]. 李超代数的 Borel 子代数虽是可解的, 但未必是极大可解的, Borel 子代数之间未必有共
轭关系 (因此本文研究 Borel 子代数之间的所谓连接关系), 等等. 受文 [6] 的启发, 本文研究
最小的特殊 Cartan 型李超代数 S(4) 的 Borel 子代数. 首先, 通过对正则元分类, 得到 S(4)
共有 336 个不同的正根系, 从而 S(4) 有 336 个不同的 Borel 子代数; 进一步, 通过确定每一
个正根系的单根系, 得到任何两个 Borel 子代数的连接关系. Cartan 型李超代数的 Borel 子
代数必是可解的, 但未必是极大可解的. 因此, 本文最后确定出每一个 Borel 子代数是否是
S(4) 的极大可解子代数.
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本文约定域 F 是特征零的代数闭域, Z2 是整数模 2 的剩余类加群.

2 基本概念

域 F 上的向量空间 V , 连同它的一个子空间直和分解 V = V0̄ ⊕ V1̄, 称为一个超空间 (Z2

- 分次空间), 其中, V0̄ 中的元素称为偶元素, V1̄ 中的元素称为奇元素. 偶、奇元素统称为 Z2 -
齐次元素, 并用 |x| 表示齐次元素 x 的 Z2 - 次数. 为简便, 下文中出现 |x| 时总约定 x 是一个

齐次元素.
域 F 上一个向量空间称为 F - 代数, 如果它有一个双线性乘法. 一个 F - 代数 A 称为超

代数, 如果作为向量空间它是一个超空间 A = A0̄ ⊕A1̄, 并且满足 AαAβ ⊂ Aα+β, 对于任意的
α, β ∈ Z2.
设 L = L0̄ ⊕ L1̄ 是域 F 上的超代数, 如果它的乘法 [−,−] 满足斜超对称性和超 Jacobi

等式, 则称 L 是 F 上的李超代数 [1].
设 V 是一个 Z2 - 分次空间, 则 V 的所有线性变换构成的向量空间 EndV 关于线性变换

的乘法是一个结合超代数, 其中 (EndV )α = {σ ∈ EndV | σ(Vβ) ⊂ Vβ+α, β ∈ Z2}, α ∈ Z2.

规定一个新运算 [−,−]:

[x, y] = xy − (−1)|x||y|yx, x, y ∈ EndV.

容易验证, EndV 关于 [−,−] 是一个李超代数，称之为一般线性李超代数, 记作 gl(V ).
设A是一个超代数,齐次线性变换D : A −→ A称为A的超导子,若对于任意的 x, y ∈ A

均有

D(xy) = D(x)y + (−1)|D||x|xD(y).

令 Der0̄A 与 Der1̄A 分别表示 A 的偶导子与奇导子构成的向量空间, 记 DerA = Der0̄A ⊕
Der1̄A, 容易验证 DerA 关于 gl(A) 的乘法 [−,−] 是一个李超代数, 称为 A 的超导子代数.
设 Λ(n) 是 F 上具有 n 个生成元 ξ1, ξ2, · · · , ξn 的外代数, 生成关系为 ξiξj + ξjξi =

0, i, j = 1, 2, · · · , n. Λ(n) 具有一组标准基

1, ξi1ξi2 · · · ξik
, 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n; 1 ≤ k ≤ n.

规定 |ξi| = 1, 则可得到 Λ(n) 的一个超结构: Λ(n) = Λ(n)0̄ ⊕Λ(n)1̄. 记W (n) = DerΛ(n), 由
上面的讨论知道W (n) 是 Λ(n) 的超导子代数, 称为秩为 n 的Witt 型李超代数 [1].
由 Λ(n) 的泛性可知，Λ(n) 有奇导子 ∂i:

∂i(ξj) = δij , i, j = 1, · · · , n,

并且W (n) = {
n∑

i=1

fi∂i | fi ∈ Λ(n)}.
若超代数 A 作为向量空间是 Z - 分次的超空间, 即 A = ⊕i∈ZAi, 并且满足 AiAj ⊂

Ai+j , i, j ∈ Z, 则称 A 是一个 Z - 分次超代数. 若 x ∈ Ai, 记 ‖x‖ = i, 称之为 x 的 Z - 次数.
令 ‖ξi‖ = 1, 可以定义 Λ(n) 的一个 Z - 分次结构 [1]:

Λ(n) = ⊕n
i=0Λ(n)i, Λ(n)iΛ(n)j ⊂ Λ(n)i+j , i, j ∈ Z.
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设

Fij : Λ(n) −→ W (n), a 7−→ ∂i(a)∂j + ∂j(a)∂i, 1 ≤ i, j ≤ n,

则 Fij 是 Λ(n) 到W (n) 的一个线性映射且 ‖Fij‖ = −2. 记

S(n) = span{Fij(a) | a ∈ Λ(n), 1 ≤ i, j ≤ n},

则 S(n) 是一个李超代数, 称为秩为 n 的特殊 Cartan 型李超代数. 由 Λ(n) 的 Z - 分次结构
自然地得到了 S(n) 的 Z - 分次结构

S(n) = S(n)−1 ⊕ S(n)0 ⊕ · · · ⊕ S(n)n−2.

3 根系以及根系的分解

本文主要研究秩为 4 的特殊 Cartan 型李超代数 S 的结构. 显然 S0
∼= sl(4), 同构映射为

ξi∂j 7−→ eij , 1 ≤ i 6= j ≤ 4,

ξi∂i − ξi+1∂i+1 7−→ eii − ei+1,i+1, i = 1, 2, 3,

称

h = spanF{e11 − e22, e22 − e33, e33 − e44}
为 sl(4) 的典范环面. 设 εi 是 eii 的对偶基, 即 εi(ejj) = δij , 1 ≤ i, j ≤ 4. 记 Sk 关于 h 的根

集为∆k, 其中 k = −1, 0, 1, 2. 特别地, sl(4) 关于 h 有根空间分解

sl(4) = h⊕ (⊕α∈∆0slα), ∆0 = {εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ 4}.

类似地, 可得到 S−1, S1, S2 关于 h 的根集为

∆−1 = {−εi | i = 1, 2, 3, 4};
∆1 = {εi + εj − εk | 1 ≤ i < j ≤ 4; k = 1, 2, 3, 4};
∆2 = {εi + εj + εk − εl | 1 ≤ i < j < k ≤ 4; l = 1, 2, 3, 4}.

记 ∆ = ∆−1 ∪∆0 ∪∆1 ∪∆2, 称为 S 的根系.
定义 3.1 设 V 是实数域 R 上的向量空间, V的对偶空间V ∗ 中任意有限个非零的线性函

数构成的集合称为 V 的一个根系.
设 ∆ 是 V 的一个根系, 称 v ∈ V 为正则元, 如果对于任意的 α ∈ ∆, 均有 α(v) 6= 0. 由

线性代数的基本理论, 有限个真子空间不能覆盖整个空间, 故正则元一定存在.
定义 3.2 对于任意给定的正则元 v0 ∈ V , 称 ∆+(v0) = {α ∈ ∆ | α(v0) > 0} 为 V 的一

个正根系, 称∆−(v0) = {α ∈ ∆ | α(v0) < 0} 为 V 的一个负根系.
如无特殊说明, ∆+ (∆−) 总表示 V 的一个根系∆ 关于某一个正则元的正 (负) 根系.
定义 3.3 一个根 α ∈ ∆ 称为本质的, 如果 −α ∈ ∆; 一个根 α ∈ ∆ 称为非本质的, 如果

−α /∈ ∆.
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定义 3.4 一个正根 α ∈ ∆+ 称为单根, 如果从 ∆+ 中删去 α, 再添上 −α (当 −α ∈ ∆
时), 得到的根集仍然是一个正根系 ∆′

+. 此时称这两个正根系是通过单根 α 的反射 1- 连接
的, 也称为邻接, 记为 ∆′

+ = γα(∆+). 若单根 α 是本质的, 称 ∆+ 与 ∆′
+ 是双邻接的, 若单根

α 是非本质的, 称 ∆+ 与 ∆′
+ 是单向邻接的. 如果从 ∆+ 出发经过 n (n ≥ 1) 次反射得到正

根系 ∆′
+, 称 ∆+ 与 ∆′

+ 是连接的. 如果 ∆′
+ 与 ∆+ 也是连接的, 称这两个正根系是双向连接

的, 否则, 称 ∆+ 与∆′
+ 是单向连接的.

引理 3.5 单根不能写成其余正根的非负线性组合.
证 由定义 3.4, 这是显然的.
定义 3.6 一个正根系的所有单根构成的集合称为这个正根系的单根系.
令 hR 是 h 的标准基张成的实空间, 则有

hR = {h1e11 + h2e22 + h3e33 + h4e44 |
4∑

i=1

hi = 0且 hi ∈ R}.

定义 3.7 [6] 令 n+ = ⊕α∈∆+Sα, n− = ⊕α∈∆−Sα, 则 S = n− ⊕ h ⊕ n+ 称为 S 的一个三

角分解. 记 b = h⊕ n+ 为 S 的一个 Borel 子代数.
定义 3.8 设 b 和 b′ 是 S 的两个 Borel 子代数, 如果删去 b 中的单根 α, 再添上 −α (当

−α ∈ ∆ 时), 恰好得到 b′, 则称 b 和 b′ 是通过单根 α 的反射 1- 连接的, 也称为邻接, 记为
b′ = γα(b). 如果由 b 经过 n (n ≥ 1) 次反射得到 b′, 则称 b 和 b′ 是连接的; 如果 b′ 和 b 也是

连接的, 则称 b 和 b′ 是双向连接的, 否则, 称 b 和 b′ 是单向连接的. 于是由定义 3.4 可知, 两
个正根系连接当且仅当相应的两个 Borel 子代数连接.

4 Borel 子代数

由于 S 只有有限个根, 所以 S 的正根系只有有限个, 从而 S 的 Borel 子代数也只有有限
个. 本节将给出 S 的所有正根系, 相应地得到了 S 的所有 Borel 子代数. 对于每一个正根系,
将通过确定其单根系得到与之邻接的正根系. 根据前面的讨论可以将 S 的根分为下面五种类

型:

(1) ± εi; (2) ± (εi − εj); (3) εi + εj ; (4) εi + εj − εk; (5) εi + εj + εk − εl,

其中 i, j, k, l 两两不同. 根据定义, 记 hR 的全体正则元集为

Reg(h) = hR\ ∪α∈∆ kerα.

对于 h ∈ hR, 以下总用 hi 来表示 h 关于 eii 的坐标, 简记为 h = (h1, h2, h3, h4).
引理 4.1 h ∈ hR 是正则元当且仅当下面五个条件成立:
(1) h1, h2, h3, h4 都不为零;
(2) h1, h2, h3, h4 两两不同;
(3) h1, h2, h3, h4 中无相反数对;
(4) h1, h2, h3, h4 中任何一项不等于其余三项中任意两项的和;
(5) h1, h2, h3, h4 中任何一项不等于其余三项的和.
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设 S4 是 4 次对称群, 对于任意的 π ∈ S4, h = (h1, h2, h3, h4) ∈ Reg(h), 规定

π(h) = (hπ(1), hπ(2), hπ(3), hπ(4)). (4.1)

由引理 4.1, 容易验证上式定义了 S4 在正则元集 Reg(h) 上的一个群作用.
将 h1 < h2 < h3 < h4 时得到的正则元集记为

Reg0 = {h ∈ Reg(h) | h1 < h2 < h3 < h4}. (4.2)

容易验证, 对于任意的 x1, x2 ∈ Reg0, τ ∈ S4, 有

τ(x1) = x2 ⇐⇒ τ = 1且x1 = x2, (4.3)

这里 1 是 S4 的单位元.
引理 4.2 Reg(h) = ∪π∈S4π(Reg0); 并且π(Reg0) ∩ σ(Reg0) = ∅, 只要π 6= σ.

证 由于 (4.1)式定义了S4在正则元集Reg(h)上的一个群作用,则Reg(h) = ∪π∈S4π(Reg0)
是显然的. 于是只需证明

π(Reg0) ∩ σ(Reg0) = ∅, π 6= σ.

假设不然,一定存在 h ∈ π(Reg0)∩σ(Reg0),从而存在 x1, x2 ∈ Reg0,使得 π(x1) = h = σ(x2),
于是 σ−1π(x1) = x2, 故由 (4.3) 式可知, π = σ, 假设不成立.
从而要确定全体正则元集, 只需确定满足以下条件的正则元 h:

h1 < h2 < h3 < h4, (4.4)

再经过 S4 的作用, 便得到了全部的正则元.
类似地, 对于 π ∈ S4, a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4 ∈ ∆, 规定

π(a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4) = a1επ(1) + a2επ(2) + a3επ(3) + a4επ(4). (4.5)

上式也定义了 S4 在根系∆ 上的一个群作用.
引理 4.3 对于任意的 π ∈ S4, h ∈ Reg(h), 有 π−1(∆+(h)) = ∆+(π(h)).
证 对于任意的 a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4 ∈ ∆+(h), 有

(a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4)(h) = a1h1 + a2h2 + a3h3 + a4h4 > 0,

且由 (4.5) 式可知

π−1(a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4) = a1επ−1(1) + a2επ−1(2) + a3επ−1(3) + a4επ−1(4),

于是

π−1(a1ε1 + a2ε2 + a3ε3 + a4ε4)(π(h))

=(a1επ−1(1) + a2επ−1(2) + a3επ−1(3) + a4επ−1(4))(hπ(1), hπ(2), hπ(3), hπ(4))

=a1hπ(π−1(1)) + a2hπ(π−1(2)) + a3hπ(π−1(3)) + a4hπ(π−1(4))

=a1h1 + a2h2 + a3h3 + a4h4 > 0,
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故 π−1(∆+(h)) ⊂ ∆+(π(h)), 反包含关系同理可证.
定理 4.4 S 共有 336 个不同的正根系, 这些正根系以及相应的单根系, 与之邻接的正根

系由表 1 给出. 进而 S 共有 336 个 Borel 子代数.
证 先确定所有的正则元, 由前面讨论可知, 只需确定满足 (4.4) 式的正则元即可. 以下分

4 种情形讨论:
情形 1 h1 < 0 < h2 < h3 < h4. 此时的正则元集是下面 2 个不交子集的并集:

Reg1 = {h ∈ hR | h2 < h3 < h4 < |h1|, h2 + h3 > h4};
Reg2 = {h ∈ hR | h2 < h3 < h4 < |h1|, h2 + h3 < h4}.

情形 2 h1 < h2 < 0 < h3 < h4且|h2| < h3 < h4 < |h1|. 此时的正则元集是下面 5 个不
交子集的并集:

Reg3 = {h ∈ hR | |h2| < h3 − h2 < h4 − h3 < |h1| < h4 − h2或

|h2| < h4 − h3 < h3 − h2 < |h1| < h4 − h2};
Reg4 = {h ∈ hR | |h2| < h3 − h2 < h4 − h3 < h4 − h2 < |h1|或

|h2| < h4 − h3 < h3 − h2 < h4 − h2 < |h1|};
Reg5 = {h ∈ hR | h4 − h3 < |h2| < |h1| < h3 − h2 < h4 − h2};
Reg6 = {h ∈ hR | h4 − h3 < |h2| < h3 − h2 < |h1| < h4 − h2};
Reg7 = {h ∈ hR | h4 − h3 < |h2| < h3 − h2 < h4 − h2 < |h1|}.

情形 3 h1 < h2 < 0 < h3 < h4且h3 < |h2| < |h1| < h4. 此时的正则元集是下面 5 个不
交子集的并集:

Reg8 = {h ∈ hR | |h2| < |h1| < h3 − h2 < h4 − h3或

|h2| < |h1| < h4 − h3 < h3 − h2};
Reg9 = {h ∈ hR | |h2| < h3 − h2 < |h1| < h4 − h3};

Reg10 = {h ∈ hR | |h2| < h3 − h2 < h4 − h3 < |h1|或
|h2| < h4 − h3 < h3 − h2 < |h1|};

Reg11 = {h ∈ hR | |h2| < h4 − h3 < |h1| < h3 − h2};
Reg12 = {h ∈ hR | h4 − h3 < |h2| < |h1| < h3 − h2}.

情形 4 h1 < h2 < h3 < 0 < h4. 此时的正则元集是下面 2 个不交子集的并集:

Reg13 = {h ∈ hR | |h3| < |h2| < |h1| < h4, h2 + h3 > h1};
Reg14 = {h ∈ hR | |h3| < |h2| < |h1| < h4, h2 + h3 < h1}.

于是, 满足 (4.4) 式的正则元集是以上 14 个两两不交子集的并集, 从而全体正则元集是
336 个两两不交子集的并集. 记 X = {π(Regi) | π ∈ S4, i = 1, · · · , 14},
于是, 对于任意的 x1, x2 ∈ Reg(h), 显然有

∆+(x1) = ∆+(x2) ⇐⇒ x1, x2 ∈ π(Regi). (4.6)
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断言, 集合 X 和全体正根系的集合 P 之间是一一对应的. 事实上, 设

ϕ : X −→ P, π(Regi) 7−→ ∆+(h), h ∈ π(Regi).

由 (4.6) 式可知, ϕ 是映射, 又由于 ϕ 是满射显然成立, 故下面证明 ϕ 是单射. 由满足 (4.4)
式的正则元的分类可知, 对于任意的 τ ∈ S4, 有

ϕ(τ(Regi)) 6= ϕ(τ(Regj)), 1 ≤ i 6= j ≤ 14, (4.7)

于是只需证明, 对于任意的 π, σ ∈ S4, π 6= σ, 有

ϕ(π(Regi)) 6= ϕ(σ(Regj)), 1 ≤ i, j ≤ 14.

当 i = j 时, 上式显然成立; 当 i 6= j 时, 假设不然, 则对于任意的 x1 ∈ π(Regi), x2 ∈ σ(Regj),
有∆+(x1) = ∆+(x2),从而存在 x′1 ∈ Regi, x

′
2 ∈ Regj ,使得∆+(π(x′1)) = ∆+(σ(x′2)),由 (4.6)

和 (4.3) 式可知, π = σ, 又根据引理 4.3, 有∆+(x′1) = ∆+(x′2). 这与 (4.7) 式矛盾.
综上 S 共有 336 个不同的正根系, 从而 S 共有 336 个 Borel 子代数.

表 1 :

正则元 正根系 单根系 邻接正根系

Reg1 ∆1
+ ε3 − ε2, ε4 − ε3, ε2 + ε3 − ε4 ∆15

+ , ∆16
+ , ∆2

+

Reg2 ∆2
+ ε3 − ε2 ∆17

+

Reg3 ∆3
+ ε1 + ε4 − ε2, ε2 + ε4 − ε3 ∆4

+, ∆6
+

Reg4 ∆4
+ ε2 + ε4 − ε3 ∆7

+

Reg5 ∆5
+ ε1 + ε3 − ε2, ε4 − ε3 ∆6

+, ∆18
+

Reg6 ∆6
+ ε1 + ε4 − ε2 ∆7

+

Reg7 ∆7
+ ε4 − ε3 ∆19

+

Reg8 ∆8
+ ε2 − ε1, ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε3 ∆20

+ , ∆9
+, ∆11

+

Reg9 ∆9
+ ε1 + ε4 − ε3 ∆10

+

Reg10 ∆10
+

Reg11 ∆11
+ ε1 + ε3 − ε2, ε2 + ε4 − ε3 ∆10

+ , ∆12
+

Reg12 ∆12
+ ε2 − ε1 ∆21

+

Reg13 ∆13
+ ε3 − ε2, ε2 + ε3 − ε1 ∆22

+ , ∆14
+

Reg14 ∆14
+ ε2 − ε1, ε3 − ε2 ∆23

+ , ∆24
+

上表中的所有正根系分别由下面的表格给出:

∆(−1)
+ −ε1

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆1
+ ∆(1)

+ ε2, ε3, ε4, ε2 + ε3 − ε1, ε2 + ε3 − ε4,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε2 + ε3 + ε4 − ε1
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∆(−1)
+ −ε1

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆2
+ ∆(1)

+ ε2, ε3, ε4, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆3
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆4
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆5
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε2,
ε2 + ε3 − ε1, ε2 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆6
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε4 − ε2,
ε2 + ε3 − ε1, ε2 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆7
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε2 + ε3 − ε1, ε2 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆8
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε2, ε1 + ε4 − ε3, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1
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∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆9
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε4 − ε2, ε1 + ε4 − ε3, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆10
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆11
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆12
+ ∆(1)

+ ε3, ε4, ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε2,
ε2 + ε3 − ε1, ε2 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2,−ε3

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆13
+ ∆(1)

+ ε4, ε1 + ε4 − ε2, ε1 + ε4 − ε3, ε2 + ε3 − ε1,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4,

ε3 + ε4, ε1 + ε2 + ε4 − ε3, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

∆(−1)
+ −ε1,−ε2,−ε3

∆(0)
+ ε2 − ε1, ε3 − ε1, ε4 − ε1, ε3 − ε2, ε4 − ε2, ε4 − ε3

∆14
+ ∆(1)

+ ε4, ε1 + ε4 − ε2, ε1 + ε4 − ε3,
ε2 + ε4 − ε1, ε2 + ε4 − ε3, ε3 + ε4 − ε1, ε3 + ε4 − ε2

∆(2)
+ ε1 + ε4, ε2 + ε4,

ε3 + ε4, ε1 + ε2 + ε4 − ε3, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1

上述表格中, ∆(i)
+ = ∆+ ∩∆i (i = −1, 0, 1, 2), 并且以下等式成立:

∆15
+ = (23)(∆1

+),∆16
+ = (34)(∆1

+),

∆17
+ = (23)(∆2

+),∆18
+ = (34)(∆5

+),

∆19
+ = (34)(∆7

+),∆20
+ = (12)(∆8

+),∆21
+ = (12)(∆12

+ ),

∆22
+ = (23)(∆13

+ ),∆23
+ = (12)(∆14

+ ),∆24
+ = (23)(∆14

+ ).
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由 (4.1) 和 (4.5) 式以及表 1, 可以得到任何两个正根系的连接情况, 等价地, 也可得到任
何两个 Borel 子代数的连接情况.
以下记∆i

+ 对应的 Borel 子代数为 bi, i = 1, 2, · · · , 336.
推论 4.5 S 共有 192 对 Borel 子代数是双向连接的.
证 只需确定双向连接的正根系的个数即可. 这由定理 4.4 可以得到.
推论 4.6 S 存在双向互不连接的 Borel 子代数.
证 等价地, 只需验证存在双向互不连接的正根系即可. 由 ∆4

+ 与 ∆9
+ 的根表以及表 1 可

知: ∆4
+ 通过 ε2 + ε4 − ε3 与 ∆7

+ 邻接, 通过 ε2 + ε4 − ε3, ε4 − ε3 与 ∆19
+ 连接, 与其它正根系

均不连接, 而∆9
+ 只通过 ε1 + ε4 − ε3 与∆10

+ 邻接, 所以∆4
+ 与 ∆9

+ 是双向互不连接的.
在引言中提到, 李超代数的 Borel 子代数虽是可解的, 但未必是极大可解的, 下面研究 S

的每一个 Borel 子代数的极大可解性.
定理 4.7 S 共有 24 个 Borel 子代数是极大可解子代数.
证 由可解的定义 [1] 可知, S 的 Borel 子代数显然都是可解的, 下面讨论它们的极大性.

又由 (4.5) 式, 只需确定前 14 个 Borel 子代数的极大性, 而 b1, b3, b5, b8, b13 是其中所有极大

的 Borel 子代数, 于是下面只需确定它们作为 S 的可解子代数的极大性.
首先, 设 H ⊃ b13 是 S 的可解子代数, 则 H 关于 h 有一个根空间分解:

H = H− ⊕ h⊕H+,

记 H 的根系为 ∆′, 则 ∆′ 关于 h ∈ Reg13 有一个分解: ∆′ = ∆′
− ∪∆′

+, 于是有 ∆′
+ = ∆13

+ .
设 ∆′

− 6= ∅, 则存在 α ∈ ∆′
−. 若 α 是本质的, 有 [Hα,H−α] ⊂ h, 矛盾于 H 的可解性; 若 α 是

非本质的, 矛盾于 H 是 S 的子代数, 故 ∆′
− = ∅, 所以 b13 = H 是 S 的极大可解子代数.

对于 b1, 记

Γ1 = {ε1 + εi | i = 2, 3, 4} ∪ {ε1 + εi − εj | 2 ≤ j < i ≤ 4}
∪{ε1 + εi + εj − εk | 2 ≤ i, j, k ≤ 4, i, j, k两两不同},

令M = (⊕α∈Γ1Sα)⊕ b1, 显然 b1 $ M . 记 Γ = Γ1 ∪∆1
+, 容易验证, 对于任意的 α, β ∈ Γ, 均

有 α + β ∈ Γ (当α + β ∈ ∆时), 于是M 是 S 的子代数. 下面验证M 的可解性, 由文 [1, 命
题 1.3.3] 可知, 只需验证M 的偶部M0̄ 可解即可. 令 Λ = Γ ∩ (∆0 ∪∆2), A = ⊕α∈ΛSα, 则
M0̄ = h⊕A. 由于 [M0̄,M0̄] ⊂ A, 且 A(1) = [A,A] 的根系为

Ω1 = {ε3±ε1, ε4±ε1, ε4±ε2, ε1+ε2, ε2+ε3, ε3+ε4, ε1+ε2+ε4−ε3, ε1+ε3+ε4−ε2, ε2+ε3+ε4−ε1},
A(2) = [A(1), A(1)] 的根系为

Ω2 = {ε1 + ε4, ε2 + ε3, ε2 + ε4, ε3 + ε4, ε1 + ε3 + ε4 − ε2, ε2 + ε3 + ε4 − ε1},
A(3) = [A(2), A(2)] 的根系 Ω3 = ∅, 则M0̄ 是可解的.
对于 b3, b5, b8, 记

Γ2 = {ε1 + ε3 − ε2, ε1 + ε4 − ε3, ε1 + ε3, ε1 + ε4, ε1 + ε2 + ε4 − ε3},
令 N = (⊕α∈Γ2Sα)⊕ b3, 则用同样的方法可证得, N 是真包含 b3, b5, b8 的 S 的可解子代数.
将 b13 经过 S4 的作用就可以得到 S 所有的 24 个极大可解的 Borel 子代数.
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BOREL SUBALGEBRAS OF SPECIAL LIE SUPERALGEBRAS

OF CARTAN TYPE

GAO Chun-yan , LIU Wen-de
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Abstract: This article studies the structure of a finite-dimensional Special Lie superalgebra

S of Cartan type of rank 4 over an algebraically closed field of characteristic zero. First, we

characterize all the positive root systems with respect to the canonical torus by means of classifying

all the regular elements and in particular we obtain all the Borel subalgebras with respect to the

canonical torus. Second, we describe the connection relation between any two Borel subalgebras

by means of determining the simple root system for every positive root system. Finally, we

determine all the Borel subalgebras which are maximal solvable subalgebras. The main results can

be used in the future for studying the structures and representations of the finite-dimensional Lie

superalgebras of Cartan type.

Keywords: special lie superalgebra of Cartan type; positive root system; Borel subalgebra;

connection
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