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摘要: 本文研究了调和 Dirichlet 空间上调和符号的 Toeplitz 算子与小 Hankel 算子交换性的

问题. 利用算子矩阵表示的方法, 获得了调和 Dirichlet 空间上调和符号的 Toeplitz 算子与小 Hankel

算子交换的充要条件, 将 Dirichlet 空间上的相应结果推广到了调和 Dirichlet 空间上.
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1 引言

最近几年, 单圆盘 Dirichlet 空间上的 Toeplitz 算子得到深入研究, 取得了丰富的成果
[1−8]. 同时调和 Dirichlet 空间上 Toeplitz 算子的研究也受到关注 [9−12]. 文 [10, 11] 分别给出
了调和 Dirichlet 空间上调和符号 Toeplitz 算子的 (半) 交换性与乘积为零的刻画. 文 [12] 推
广了 [10, 11] 中的结论, 给出了一般符号 Toeplitz 算子一些代数性质及紧性的刻画. 本文, 我
们考虑调和 Dirichlet 空间上调和符号的 Toeplitz 算子与小 Hankel 算子的交换性.
首先我们回顾调和 Dirichlet 空间及其上 Toeplitz 算子和小 Hankel 算子的基本知识.
设 D 是复平面 C 上的单位开圆盘, dA 表示 D 上正规化的面积测度. 称 D 上光滑函数 f

在如下范数

‖f‖ =
{∣∣∣∣

∫

D
fdA

∣∣∣∣
2

+
∫

D

(∣∣∣∣
∂f

∂z

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
∂f

∂z̄

∣∣∣∣
2)

dA

} 1
2

< ∞,

取闭包所得到的空间为 Sobolev 空间, 记为 S. 则 S 是一个 Hilbert 空间, 其上内积为

〈f, g〉 =
∫

D
fdA

∫

D
gdA +

∫

D

(
∂f

∂z

∂g

∂z
+

∂f

∂z̄

∂g

∂z̄

)
dA, f, g ∈ S.

Dirichlet 空间是由 S 中所有满足条件 f(0) = 0 的解析函数 f 构成的闭子空间, 记为 D.
D 的一组标准正交基为 { zn√

n
}∞n=1.
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S 中所有调和函数构成的闭子空间称为调和 Dirichlet 空间, 记为 Dh. 显然有

Dh = D ⊕ C⊕D,

其中 D = {f̄ | f ∈ D}. Dh 的一组标准正交基为 { zn√
n
}∞n=1 ∪ {1} ∪ { z̄n√

n
}∞n=1.

D 上的一个非负测度 µ 称为 D-Carleson 测度如果存在非负常数 c, 使得
∫

D
|f |2dµ ≤ c‖f‖2, f ∈ D.

D 上所有有界解析函数全体记为 H∞(D). 令

M =
{

u 是 D上的调和函数
∣∣∣∣

u = f + ḡ, f, g ∈ H∞(D),
|f ′|2dA, |g′|2dA 是 D − Carleson 测度

}
.

若 φ ∈M, Dh 上的 Toeplitz 算子 T̃φ 定义为

T̃φ(f) = Q(φf), f ∈ Dh,

其中 Q 是从 S 到 Dh 上的正交投影. T̃φ 是 Dh 上的有界算子
[12].

定义 S 上的算子 U : (Uf)(z) = f(z̄), f ∈ S. 则 U 是 S 上的酉算子, U∗ = U = U−1 [9].
对于 φ ∈M, 定义 Dh 上的小 Hankel 算子 Γ̃φ 为

Γ̃φ(f) = Q(U(φf)), f ∈ Dh.

容易验证 Γ̃φ 是有界算子. 实际上, 如果记 f̂(z) = f(z̄), f ∈ S, 则有 Γ̃φ = T̃φ̂U .
在Hardy空间上,文 [13, 14]分别给出了Toeplitz算子与Hankel算子交换性和本质交换

性的刻画. 文 [8] 将 Dirichlet 空间上调和符号 Toeplitz 算子与小 Hankel 算子的交换性转化
为 Hardy 空间上相应问题的研究. 但目前关于调和函数空间上 Toeplitz 算子与 (小) Hankel
算子的交换性研究较少. 文 [15, 16] 研究了调和 Bergman 空间上 Toeplitz 算子的交换性.
利用 Sobolev 空间的正交分解, 文 [7] 和 [12] 分别刻画了 Dirichlet 空间和调和 Dirichlet

空间上一般符号 Toeplitz 算子的代数性质等, 其证明过程表明, 在 Dirichlet 空间和调和
Dirichlet 空间上一般符号定义的 Toeplitz 算子与调和符号定义的 Toeplitz 算子有着密切的
联系, 一般符号 Toeplitz 算子的研究可转化为相应调和符号 Toeplitz 算子的研究上. 因此本
文集中研究调和符号定义的 Toeplitz 算子和 Hankel 算子. 主要结论如下.
定理 1.1 设 ϕ, ψ ∈M. 在 Dh 上 T̃ϕΓ̃ψ = Γ̃ψT̃ϕ 当且仅当下列条件之一成立:
1◦ ϕ 是常数;
2◦ ϕ 不是常数, 存在常数 α, β 使得 ψ = αϕ + β, 且当 α 6= 0 或 β 6= 0 时, ϕ = Uϕ.

2 主要结论的证明

本节, 我们给出定理 1.1 的证明.
设 P 是从 S 到 D 上的正交投影, P1 是从 S 到 D̄ 上的正交投影, 则 P1 = UPU [9]. 对于

从 S 到 Dh 上的正交投影 Q, 我们有下面的结论.
引理 2.1 UQ = QU . 即 ∀ f ∈ S, (UQ)f = (QU)f.
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证 设 f ∈ S, 则
Q(f) = P (f) + 〈f, 1〉+ P1(f).

因此

(UQ)f = UPf + U〈f, 1〉+ UP1f = UPf + 〈f, 1〉+ PUf,

(QU)f = PUf + 〈Uf, 1〉+ P1Uf = PUf + 〈f̂ , 1〉+ UPf.

因为

〈f, 1〉 =
∫

D
f(z)dA(z) =

∫

D
f(z̄)dA(z) = 〈f̂ , 1〉,

所以由上面两个等式可得 (UQ)f = (QU)f, f ∈ S. 证毕.
容易验证 U 将 D 映到 D 上. 定义算子 Ũ : Dh = D ⊕ C⊕D → D ⊕ C⊕D, 其中

Ũ =




I 0 0
0 1 0
0 0 U


 .

显然, Ũ∗ 将 D ⊕ C⊕D 映到 Dh 上, 且

Ũ∗ =




I 0 0
0 1 0
0 0 U


 .

设 φ ∈M, 定义

(1⊗ φ)(f) =
∫

D
f(z)φ(z)dA(z), f ∈ Dh, Pφ(a) = aP (φ), a ∈ C.

Tφ 表示 D 上的 Toeplitz 算子, Tφ(f) = P (φf), f ∈ D. Γφ 表示 D 上的小 Hankel 算子

Γφ(f) = P (U(φf)), f ∈ D.

下面的引理分别给出了调和 Dirichlet 空间上 Topelitz 算子与小 Hankel 算子的矩阵
表示. 它们表明调和 Dirichlet 空间上 Topelitz 算子与小 Hankel 算子与 Dirichlet 空间上
Topelitz 算子与小 Hankel 算子有着密切的联系. 这一思想来自于文 [17].
引理 2.2 [9] 设 φ ∈M, 则在 D ⊕ C⊕D 上,

Ũ T̃φŨ∗ =




Tφ Pφ Γφ̂

1⊗ φ 1⊗ φ 1⊗ φ̂

Γφ Pφ̂ Tφ̂


 .

引理 2.3 设 φ ∈M. 则在 D ⊕ C⊕D 上,

Ũ Γ̃φŨ∗ =




Γφ Pφ̂ Tφ̂

1⊗ φ 1⊗ φ̂ 1⊗ φ̂

Tφ Pφ Γφ̂


 .
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证 设 (f1, a, f2) ∈ D ⊕ C⊕D, 直接计算可得

Γ̃φf1 = Q(U(φf1)) = P (U(φf1)) + 〈φ̂f̂1, 1〉+ P1(U(φf1))

= Γφf1 + (1⊗ φ̂)f̂1 + UPU(U(φf1)) = Γφf1 + (1⊗ φ̂)f̂1 + UP (φf1)

= Γφf1 + (1⊗ φ)f1 + UTφf1,

Γ̃φa = Q(U(φa)) = P (φ̂a) + 〈φ̂a, 1〉+ P1(φ̂a) = Pφ̂(a) + (1⊗ φ̂)(a) + UPφ(a),

Γ̃φf̂2 = Q(U(φf̂2)) = P (φ̂f2) + 〈φ̂f2, 1〉+ P1(φ̂f2)

= P (φ̂f2) + 〈φ̂f2, 1〉+ UPU(φ̂f2) = Tφ̂f2 + (1⊗ φ̂)f2 + UΓφ̂f2.

因此

Ũ Γ̃φŨ∗




f1

a

f2


 = Ũ Γ̃φ




f1

a

f̂2


 = Ũ




Γφf1 + Pφ̂(a) + Tφ̂f2

(1⊗ φ)f1 + (1⊗ φ̂)(a) + (1⊗ φ̂)f2

UTφf1 + UPφ(a) + UΓφ̂f2




=




Γφf1 + Pφ̂(a) + Tφ̂f2

(1⊗ φ)f1 + (1⊗ φ̂)(a) + (1⊗ φ̂)f2

Tφf1 + Pφ(a) + Γφ̂f2




=




Γφ Pφ̂ Tφ̂

1⊗ φ 1⊗ φ̂ 1⊗ φ̂

Tφ Pφ Γφ̂







f1

a

f2


 .

证毕.
为了方便后面的应用, 下面给出 D 上 Toeplitz 算子与 Hankel 算子及其它算子在标准正

交基 {en = zn√
n
}∞n=1 下的系数.

引理 2.4 设 ϕ(z) =
∑
k<0

akz̄
−k +

∑
k≥0

akz
k, ψ(z) =

∑
k<0

bkz̄
−k +

∑
k≥0

bkz
k ∈M, 则

1◦ 〈Tϕen, em〉 =
√

m√
n

am−n, 〈Γϕen, em〉 =
√

m√
n

a−(m+n);

2◦ 〈TϕΓψen, em〉 =
∞∑

k=1

√
m√
n

am−kb−n−k, 〈ΓϕTψen, em〉 =
∞∑

k=1

√
m√
n

a−m−kb−n+k;

3◦ 〈ΓϕΓψen, em〉 =
∞∑

k=1

√
m√
n

a−m−kb−n−k, 〈TϕTψen, em〉 =
∞∑

k=1

√
m√
n

am−kb−n+k;

4◦ (1⊗ ϕ)en = a−n√
n(n+1)

, 〈Pϕ(1⊗ ψ)en, em〉 =
√

m amb−n√
n(1+n)

;

5◦ 〈TϕPψ1, em〉 =
√

m
∞∑

k=1

am−kbk, 〈Pϕ(1⊗ ψ)1, em〉 =
√

m amb0,

〈ΓϕPψ1, em〉 =
√

m

∞∑
k=1

a−m−kbk.

证 直接计算可知 〈Tϕen, em〉 =
√

m√
n

am−n, 〈Γϕen, em〉 =
√

m√
n

a−(m+n). 因此

Tϕen =
∞∑

k=1

√
k√
n

ak−nek,Γϕen =
∞∑

k=1

√
k√
n

a−(k+n)ek.
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〈TϕΓψen, em〉 = 〈Tϕ(
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n−kek), em〉 =
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n−k〈Tϕek, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

am−kb−n−k,

〈ΓϕTψen, em〉 = 〈Γϕ(
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n+kek), em〉 =
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n+k〈Γϕek, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

a−m−kb−n+k,

〈ΓϕΓψen, em〉 = 〈Γϕ(
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n−kek), em〉 =
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n−k〈Γϕek, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

a−m−kb−n−k,

〈TϕTψen, em〉 = 〈Tϕ(
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n+kek), em〉 =
∞∑

k=1

√
k√
n

b−n+k〈Tϕek, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

am−kb−n+k.

同样计算可得

(1⊗ ϕ)en =
∫

D
ϕendA =

∫

D

(∑
k<0

akz̄
−k +

∑
k≥0

akz
k
) zn

√
n

dA(z) =
a−n√

n(n + 1)
,

〈Pϕ(1⊗ ψ)en, em〉 = (1⊗ ψ)en〈P (ϕ), em〉 =
b−n√

n(1 + n)
〈
∑
k>0

akz
k, em〉 =

√
m amb−n√
n(1 + n)

,

〈TϕPψ1, em〉 = 〈TϕP (ψ), em〉 =
∑
k>0

bk

√
k 〈Tϕek, em〉 =

√
m

∞∑
k=1

am−kbk,

〈Pϕ(1⊗ ψ)1, em〉 = ((1⊗ ψ)1)〈P (ϕ), em〉 = b0 〈
∑
k>0

akz
k , em〉 =

√
m amb0,

〈ΓϕPψ1, em〉 = 〈ΓϕP (ψ), em〉 =
∑
k>0

bk

√
k 〈Γϕek , em〉 =

√
m

∞∑
k=1

a−m−kbk.

下面我们给出本文主要定理 1.1 的证明.
证 充分性的证明.
当 ϕ 是常数时, 则 T̃ϕΓ̃ψ = Γ̃ψT̃ϕ 显然成立.
当 ϕ 不为常数, ψ = αϕ + β, 且当 α 6= 0 或 β 6= 0 时, ϕ = ϕ̂, 则 ∀ f ∈ Dh,

T̃ϕΓ̃ψf = T̃ϕΓ̃αϕf + T̃ϕΓ̃βf = T̃ϕQ(U(αϕf)) + T̃ϕQ(U(βf))

= αT̃ϕUQ(ϕf) + βT̃ϕUf = αQ(ϕUQ(ϕf)) + βQ(ϕUf) = αΓ̃ϕ̂T̃ϕf + βΓ̃ϕ̂f,

Γ̃ψT̃ϕf = Γ̃αϕT̃ϕf + Γ̃βT̃ϕf = Q(U(αϕT̃ϕf)) + Q(βUQ(ϕf))

= αQ(U(ϕT̃ϕf)) + Q(βQU(ϕf)) = αΓ̃ϕT̃ϕf + βΓ̃ϕf.
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在上面两式中用到引理 2.1.
比较上面两式可知, 当 α 6= 0 或 β 6= 0, 且 ϕ = ϕ̂ 时, T̃ϕΓ̃ψ = Γ̃ψT̃ϕ.
必要性的证明.
若 T̃ϕΓ̃ψ = Γ̃ψT̃ϕ, 则 Ũ T̃ϕŨ∗Ũ Γ̃ψŨ∗ = Ũ Γ̃ψŨ∗Ũ T̃ϕŨ∗, 由引理 2.2 与引理 2.3 得




Tϕ Pϕ Γϕ̂

1⊗ ϕ 1⊗ ϕ 1⊗ ϕ̂

Γϕ Pϕ̂ Tϕ̂







Γψ Pψ̂ Tψ̂

1⊗ ψ 1⊗ ψ̂ 1⊗ ψ̂

Tψ Pψ Γψ̂




=




Γψ Pψ̂ Tψ̂

1⊗ ψ 1⊗ ψ̂ 1⊗ ψ̂

Tψ Pψ Γψ̂







Tϕ Pϕ Γϕ̂

1⊗ ϕ 1⊗ ϕ 1⊗ ϕ̂

Γϕ Pϕ̂ Tϕ̂


 .

因此

TϕΓψ + Pϕ(1⊗ ψ) + Γϕ̂Tψ = ΓψTϕ + Pψ̂(1⊗ ϕ) + Tψ̂Γϕ, (2.1)

TϕTψ̂ + Pϕ(1⊗ ψ̂) + Γϕ̂Γψ̂ = ΓψΓϕ̂ + Pψ̂(1⊗ ϕ̂) + Tψ̂Tϕ̂, (2.2)

ΓϕΓψ + Pϕ̂(1⊗ ψ) + Tϕ̂Tψ = TψTϕ + Pψ(1⊗ ϕ) + Γψ̂Γϕ, (2.3)

ΓϕTψ̂ + Pϕ̂(1⊗ ψ̂) + Tϕ̂Γψ̂ = TψΓϕ̂ + Pψ(1⊗ ϕ̂) + Γψ̂Tϕ̂, (2.4)

TϕPψ̂ + Pϕ(1⊗ ψ̂) + Γϕ̂Pψ = ΓψPϕ + Pψ̂(1⊗ ϕ) + Tψ̂Pϕ̂, (2.5)

ΓϕPψ̂ + Pϕ̂(1⊗ ψ̂) + Tϕ̂Pψ = TψPϕ + Pψ(1⊗ ϕ) + Γψ̂Pϕ̂, (2.6)

(1⊗ ϕ)Pψ̂ + (1⊗ ϕ)(1⊗ ψ̂) + (1⊗ ϕ̂)Pψ = (1⊗ ψ)Pϕ + (1⊗ ψ̂)(1⊗ ϕ) + (1⊗ ψ̂)Pϕ̂. (2.7)

设 ϕ(z) =
∑
k<0

akz̄
−k +

∑
k≥0

akz
k, ψ(z) =

∑
k<0

bkz̄
−k +

∑
k≥0

bkz
k, 则

ϕ̂(z) =
∑
k<0

a−kz̄
−k +

∑
k≥0

a−kz
k, ψ̂(z) =

∑
k<0

b−kz̄
−k +

∑
k≥0

b−kz
k.

由引理 2.4 计算得

〈(TϕΓψ + Pϕ(1⊗ ψ) + Γϕ̂Tψ)en, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

am−kb−n−k +
√

m√
n

amb−n

1 + n
+

∞∑
k=1

√
m√
n

am+kbk−n,

〈(ΓψTϕ + Pψ̂(1⊗ ϕ) + Tψ̂Γϕ)en, em〉

=
∞∑

k=1

√
m√
n

a−n+kb−m−k +
√

m√
n

a−nb−m

1 + n
+

∞∑
k=1

√
m√
n

a−n−kb−m+k.

由 (2.1) 式得

∞∑
k=−∞

am+kb−n+k + (
1

1 + n
− 1)amb−n =

∞∑
k=−∞

a−n+kb−m−k + (
1

1 + n
− 1)a−nb−m. (2.1′)
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同样计算 (2.2), (2.3), (2.4) 式得

∞∑
k=−∞

am+kbn+k + (
1

1 + n
− 1)ambn =

∞∑
k=−∞

an+kb−m−k + (
1

1 + n
− 1)anb−m, (2.2′)

∞∑
k=−∞

a−m+kb−n+k + (
1

1 + n
− 1)a−mb−n =

∞∑
k=−∞

a−n+kbm−k + (
1

1 + n
− 1)a−nbm, (2.3′)

∞∑
k=−∞

a−m+kbn+k + (
1

1 + n
− 1)a−mbn =

∞∑
k=−∞

an+kbm−k + (
1

1 + n
− 1)anbm. (2.4′)

由引理 2.4 得

〈(TϕPψ̂ + Pϕ(1⊗ ψ̂) + Γϕ̂Pψ)1 , em〉 =
√

m

∞∑
k=1

am−kb−k +
√

m amb0 +
√

m

∞∑
k=1

am+kbk,

〈(ΓψPϕ + Pψ̂(1⊗ ϕ) + Tψ̂Pϕ̂)1 , em〉 =
√

m

∞∑
k=1

akb−m−k +
√

m a0 b−m +
√

m

∞∑
k=1

a−kb−m+k.

由 (2.5) 式得
∞∑

k=−∞
am+kbk =

∞∑
k=−∞

akb−m−k. (2.5′)

同样计算 (2.6) 式可得
∞∑

k=−∞
a−m+kbk =

∞∑
k=−∞

akbm−k. (2.6′)

因为

〈(1⊗ ϕ)Pψ̂1, 1〉 = 〈(1⊗ ϕ)P (ψ̂), 1〉 = 〈(1⊗ ϕ)
∑
k>0

b−kz
k, 1〉

=
∑
k>0

b−k

√
k〈(1⊗ ϕ)ek, 1〉 =

∞∑
k=1

a−kb−k

1 + k
,

〈(1⊗ ϕ)(1⊗ ψ̂)1, 1〉 = a0b0,

〈(1⊗ ϕ̂)Pψ1, 1〉 = 〈(1⊗ ϕ̂)P (ψ), 1〉 = 〈(1⊗ ϕ̂)
∑
k>0

bkz
k, 1〉

=
∑
k>0

bk

√
k 〈(1⊗ ϕ̂)ek, 1〉 =

∞∑
k=1

akbk

1 + k
,

所以

〈((1⊗ ϕ)Pψ̂ + (1⊗ ϕ)(1⊗ ψ̂) + (1⊗ ϕ̂)Pψ)1, 1〉 =
∞∑

k=1

a−kb−k

1 + k
+ a0b0 +

∞∑
k=1

akbk

1 + k
,

〈((1⊗ ψ)Pϕ + (1⊗ ψ̂)(1⊗ ϕ) + (1⊗ ψ̂)Pϕ̂)1, 1〉 =
∞∑

k=1

akb−k

1 + k
+ a0b0 +

∞∑
k=1

a−kbk

1 + k
.
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由 (2.7) 式得
∞∑

k=1

a−kb−k

1 + k
+ a0b0 +

∞∑
k=1

akbk

1 + k
=

∞∑
k=1

akb−k

1 + k
+ a0b0 +

∞∑
k=1

a−kbk

1 + k
. (2.7′)

在 (2.1′) 与 (2.3′) 式中令 −n + k = j, 则 k = n + j,

∞∑
j=−∞

am+n+jbj + (
1

1 + n
− 1)amb−n =

∞∑
j=−∞

ajb−m−n−j + (
1

1 + n
− 1)a−nb−m, (2.1′′)

∞∑
j=−∞

an−m+jbj + (
1

1 + n
− 1)a−mb−n =

∞∑
j=−∞

ajbm−n−j + (
1

1 + n
− 1)a−nbm. (2.3′′)

在 (2.2′) 与 (2.4′) 中令 n + k = j, 则 k = −n + j,

∞∑
j=−∞

am−n+jbj + (
1

1 + n
− 1)ambn =

∞∑
j=−∞

ajbn−m−j + (
1

1 + n
− 1)anb−m, (2.2′′)

∞∑
j=−∞

a−m−n+jbj + (
1

1 + n
− 1)a−mbn =

∞∑
j=−∞

ajbm+n−j + (
1

1 + n
− 1)anbm. (2.4′′)

对任意正整数m,n, 由 (2.1′′) 和 (2.5′) 式结合可得

amb−n = a−nb−m. (2.8)

由 (2.3′′) 和 (2.5′), (2.6′) 式结合可得

a−mb−n = a−nbm (m 6= n). (2.9)

由 (2.2′′) 和 (2.5′), (2.6′) 式结合可得

ambn = anb−m (m 6= n). (2.10)

由 (2.4′′) 和 (2.6′) 式结合可得
a−mbn = anbm. (2.11)

在 (2.2′′), (2.3′′) 式中令m = n, 则
∞∑

j=−∞
ajbj + (

1
n + 1

− 1)a−nb−n =
∞∑

j=−∞
ajb−j + (

1
n + 1

− 1)a−nbn,

∞∑
j=−∞

ajbj + (
1

n + 1
− 1)anbn =

∞∑
j=−∞

ajb−j + (
1

n + 1
− 1)anb−n.

即有

∞∑
j=−∞

ajbj −
∞∑

j=−∞
ajb−j = (

1
1 + n

− 1)(a−nbn − a−nb−n),

∞∑
j=−∞

ajbj −
∞∑

j=−∞
ajb−j = (

1
1 + n

− 1)(anb−n − anbn).
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对比以上两式可得 a−nbn − a−nb−n = anb−n − anbn, 即

(a−n + an)(bn − b−n) = 0. (2.12)

从而 a−n = −an 或 b−n = bn.

设 ϕ不是常数,则存在正整数m0 使得 am0 6= 0或 a−m0 6= 0. 由对称性,不妨设 am0 6= 0.
对任意正整数 n, 由 (2.8) 式得

b−n =
b−m0

am0

a−n. (2.13)

由 (2.10) 式得

bn =
b−m0

am0

an(n 6= m0). (2.14)

若 b−m0 6= 0, 则由 (2.13) 式得 a−m0 = am0 6= 0, 由 (2.12) 式得 bm0 = b−m0 = b−m0
am0

am0 .

令 α1 = b−m0
am0

, 则存在常数 β1, 使得 ψ = α1ϕ + β1.
若 b−m0 = 0, 则由 (2.13), (2.14) 式得 b−n = 0, bn = 0(n 6= m0). 由 (2.7′) 式得

a0b0 +
am0bm0

1 + m0

= a0b0 +
a−m0bm0

1 + m0

.

因此有 (am0−a−m0)bm0 = 0.因为 b−m0 = 0,由 (2.12)式得 (a−m0 +am0)bm0 = 0.若 bm0 6= 0,
则 a−m0 + am0 = 0, 且 am0 − a−m0 = 0, 因此有 am0 = 0, 矛盾. 所以 bm0 = 0. 因此 ψ 是一个

常数. 设 ψ = β2, 令 α2 = 0, 则有 ψ = α2ϕ + β2.
以下设 ψ = αϕ + β, 则对于任意正整数 n, bn = αan, b−n = αa−n.

当 α 6= 0 时, 代入 (2.11) 式得 a−man = anam. 因为 am0 6= 0, 所以对任意正整数 n, 有
an = a−n. 因此 ϕ = Uϕ.
当 α = 0, β 6= 0 时, 由 T̃ϕΓ̃ψ = Γ̃ψT̃ϕ 得 T̃ϕΓ̃ψ(1) = Γ̃ψT̃ϕ(1). 直接计算得 ϕ = Uϕ. 证

毕.
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Abstract: In this paper, we study the commutativity of Toeplitz operator and small Hankel

operator on harmonic Dirichlet space. By the matrix representation of Toeplitz operator and

small Hankel operator, we obtain the necessity and sufficient condition for Toeplitz operator

and small Hankel operator on harmonic Dirichlet space to be commutativity, which extends the

corresponding results on Dirichlet space.
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