
用脊回法反演重力异常的多层密度及其界面
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摘& 要：将研究区域划分成具有固定宽度的矩形网格，以网格密度和厚度作为模型参数，在此基

础上形成重力异常的反演目标函数，计算出对模型参数的偏导数矩阵，然后采用脊回归法对重力

异常进行反演而同时得到密度及其界面。以此方法对理论模型进行了反演试验。
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#& 引& 言

反演总会因实际资料的观测误差及其数量的有限，而表现为非唯一性。反演的目标就是寻找一些模

型既能解释观测资料又能满足物理条件的限制。人们从最小二乘法发展了很多线性反演方法来解决这类

问题，但这些方法的迭代过程中都需要好的初始模型，以便迭代收敛。但即便如此，也未必保证能收敛于

真实模型［"］。脊回归法［$］就常被用来解决这类地球物理反演问题。这种方法的反演效果很大程度上取

决于所采用的阻尼过程，通常是在开始时使阻尼因子取很大的正值，使收敛过程趋近于最速下降法；然后

在每次迭代后乘以小于 " 的因子，使迭代过程接近最小二乘法。然而，./012342 不用最小特征值，并在迭

代发散时，用最大特征值来代替它［!］。脊回归法仍带有上述两种方法中调整阻尼因子的特征，但采用了

两步最小化过程，使得效率提高［+］。

图 " 二维密度模型
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密度界面的反演多局限于单层界面的反演［-］，而多层密度

界面的反演比较困难。目前反演多层密度界面的方法主要有两

种：一是把多层密度界面的重力场，通过分离场的方法逐层分

离，逐层反演［@］；二是直接反演，如王一新的正则化反演法［%］和

陈胜早的 ! 层变密度反演法［*］。这些方法都很复杂，且要求密

度分布已知，使用起来很不方便。目前同时进行多层密度及其

界面反演的还不多。本文将以单元密度和网格厚度为模型参

数，进行重力异常的多层密度及其界面的同时反演。

" 正演模型及计算方法

如图 " 所示，将二维地球介质划分成 " 个密度均匀分布的矩

形网格。为简便起见，网格划成宽度不等的 "# 列，各列含有数目

相同，厚度不等，总数为 "$ 个的矩形网格，按行从左至右从上到

下依次排序。图 " 中第 % 个网格 &’() 四顶点的坐标分别为（#%"，

$%"），（#%$，$%$），（#%!，$%!），（#%+，$%+），其剩余密度为 !%，则在坐标原点 * 处（当计算点不在原点，可将坐标系

沿水平方向平移到该计算点，计算公式不变）的重力异常可由下式计算：
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当网格位于第 $ 行时有 )"$ * +（若异常体上界面不在地面，但 )"$ 已知时，则网格也可从该界面划起）；当

网格不在第$ 行时有 )"$ * )"+,*，!。而水平坐标都和第 $ 行网格坐标相同，则所有网格在 + 点产生的总重力

异常可表示为

!- # "
,

" * $
!!" # !-（+，*$!，⋯*,*!；+，)$!，⋯)"!，⋯),!；"$，⋯，""，⋯，",） （,）

式中 ,* 为水平网格数。当给定或固定网格水平坐标，则上式中 !- 仅为 )"!、""（" # $，⋯，,）的函数，则模型

参数个数 !, 个，写成向量形式为
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- *（"$，⋯，",；)$，⋯),）

- （.）

其中 ""、)"（即式（!）中的 )"!）分别为第 " 个网格密度和下边界纵坐标，- 表示矩阵或向量的转置。若计算

点（观测点）的个数为 .，并将这 . 个 计算值写成向量则有

"（!）（ # !-（!））- *（!$（.），!!（.），⋯，!.（!））- （/）

!0 反演方法

观测的重力异常用向量

#123 *（$$，$!，⋯，$.）- （4）

表示，. 为观测数据个数。根据脊回归法可写出反演目标函数

0 # "
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其中 !! $ ! % !+ 是模型参数的修改向量；# 为阻尼因子，表示对模型参数修改量 !! 进行约束。

反演问题就是使目标函数取极小，由极值条件可得方程

（&-& ’ #1）!! * &-!( （6）

其中 & * ,"（!+）7 ,! 是关于模型参数的偏导数；1 为单位矩阵；向量 !( * $ ) "（!+ ）为观测数据和对初

始模型 !+ 的正演理论计算值之差。用奇异值分解（89:）法，解方程（6）可得 !!，从而第 " # $ 次模型参

数修改的迭代公式为

!"2$ * !" 2 !! （$+）

式中 !" 是第 " 次迭代后的模型参数。

, 偏导数矩阵的计算

对本文给定的多层密度界面模型（图 $），其模型参数可用公式（.）描述。需反演的模型参数为各网

格密度和各矩形网格的下边界坐标，共计 ! ,个 。当观测点个数.!!,时，即可求解方程组（6）进行反演。

对于式中的偏导数矩阵 &，作者曾以各矩形网格下界面坐标为模型修改参数进行过计算。本文用各矩形网

格厚度为模型修改参数来求 & 。由

& * ,"（!+）7 ,! （$$）

得 & 的第 - 行第 / 列元素
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0 0 在公式（,）)（/）中若改用各矩形网格厚度作变量，则各网格下界面坐标为其同列以上矩形厚度之

和，即当矩形网格在第一行时有
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当网格在第二行以下有
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其中 %" 为各网格厚度；"表示矩形网格编号；&!" 表示当前网格（第 "个网格）所在的行序号；!"! 为第一行网

格的上界面坐标（当在地面时 !"! & ’）；!" 为第 " 个网格的下界面坐标。将式（!#）、（!%）代入式（#）(（)）

和式（!*）中可求得
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（!3）和（!4）两式中 " # - ) &。

% 反演试验

例 !：模型 ! 的初始模型和反演结果参数见表 ! 和图 *。

例 *：模型 * 的初始模型和反演结果见表 * 和图 #。

表 ! 模型 ! 的初始及反演模型参数

编号
密度 5 .·67 (# 深度 5 17

初始模型 反演结果 初始模型 反演结果

! !8 9’’ ’8 4:: 9): 3 #8 ’’’ !8 :!4 *’’

* !8 %’’ ’8 %’’ ’33 ! *8 )’’ *8 ’’! %9’

# !8 4’’ ’8 3:: :!’ 9 *8 4’’ !8 :49 9#4

% *8 9’’ ’8 ::4 :3# ) 38 ’’’ %8 ’!) *:3

) *8 #’’ !8 #’# )!’ * )8 4’’ #8 :94 :!*

3 *8 %’’ !8 #:4 4)3 ! )8 )’’ %8 ’’: %)#

表 " 模型 " 的初始及反演模型参数

编号
密度 5 .·67 (# 深度 5 17

初始模型 反演结果 初始模型 反演结果

! !8 )’’ ’8 9’’ ’34 #8 !’’ *8 ’’! 9)’
* !8 ’’’ ’8 %’’ %!: #8 !’’ *8 ’’3 :%!
# !8 %’’ ’8 4’’ ’:% #8 !’’ *8 ’’’ ’##
% !8 )’’ !8 ’’! ’** 38 !’’ %8 ’’# #!:
) !8 3*’ !8 #!! 9’’ 38 !’’ %8 ’)3 3#*
3 !8 9!’ !8 #:: #’# 38 !’’ %8 ’#! #%3
4 !8 ’’’ ’8 )’9 #43 98 ’’’ %8 :*9 %)*
9 !8 ’’’ ’8 4:) %9# 98 ’’’ )8 ’49 #’’
: !8 !’’ ’8 ):4 3%) 98 ’’’ %8 9#! ::)

) 结论

本文为了定量地直接地反演密度及其界面，将研究区域划分成许多固定宽度而厚度可任意变化的矩

形网格，建立了以矩形网格厚度和密度为模型参数的反演目标函数，使得同时反演密度及其界面成为可

能。原则上只要将网格划分得足够密，就可反演任意多层界面的二维密度模型，也可将网格固定即已知密

度界面而只反演密度，或已知网格密度即已知密度分布而反演其界面即网格厚度，十分灵活方便。

在用脊回归法反演的过程中，求偏导数矩阵采用网格厚度作模型参数，和以网格坐标为模型参数求偏

导数矩阵相比，迭代过程要稳定得多，但后者计算比较简单。
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图 ! 模型 " 反演结果（（#）、（$）和（%）中网格内数值为密度值 & ’·%()）
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