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空心变截面杆的等效网络 
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(大连海洋大学，辽宁大连 116023) 

摘要：设计换能器时一般忽略螺杆的影响，将前、后盖板和压电陶瓷晶堆作为均匀的实心杆件，这种方法有一定的

近似性。将任意空心变截面杆等效为同种形状的实心杆件，并推导出了出几种常见形状空心杆件的等效几何参数及

其网络传输系数，从而可以利用等效网络的方法方便准确地设计超声振动系统。 
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Abstract:  The methods  of  ignoring  screw and  thinking of  front  cover,  rear  cover  and piezoelectric  as  solid  bars  are 
somewhat approximate but rather easy for  transducer designing.  The physical parameters and network  transmission 
coefficients of the equivalent solid horns of any hollow horns with variable cross‐section are derived, and so the original 
design methods could still be used, which facilitate the design of the ultrasonic vibration system. 
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0  引 言  

设计换能器时一般忽略螺杆的影响，将前、后

盖板和压电陶瓷晶堆作为均匀的实心杆件
[1,2]

，这种

方法有一定的近似性。如果考虑螺杆的影响，某些

组件或者其中的一部分就变成了空心杆件，相应的

几何参数也发生了变化。如果能将这些空心组件等

效为实心杆件，就可以利用原来的设计方法
[3,4](螺杆

的作用要另外计及
[5])。本文将任意空心变截面杆等

效为同种形状的实心杆件，并推导出几种常见形状

空心杆件的等效几何参数及其网络传输系数, 以利

于方便、精确设计。 

1  空心变截面杆的等效几何参数 

一般情况下变截面杆的空心部分为一均匀圆

柱体，本文以指数形的变截面杆为例推导空心杆件

的等效几何参数，如图 1 所示。 
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图１  空心变截面杆示意图 

Fig.1    Schematic of hollow horn 

图 1 中 F1、V1、S1 和 F2、V2、S2 分别为两端面

的力、振速和横截面积，S0 为空心截面积，则面积

函数 S' ，面积系数 N' 变为 
2

1 0
xS' S e Sβ−= − ( ) ( )1 0 2 0N S S S S′= − −  

其中 lnN lβ = ， 1 2N S S= 。 
令 2

1
'xS' S' e β−= ，在 x=0、l 时，有 

1 1 0S' S S= − ，
2

1 2 0
'lS' e S Sβ− = −  

解之得 ln' N' lβ =  
同样也可以推导出其它外部形状的圆柱空心

杆件的相关参数。表 1 列出了几种经本文推导的常

见空心圆柱变截面杆的相关参数。表中 k 、

1 0S' S S= − 、 ( ) ( )1 0 2 0N' S S S S= − − 分别为波数、等效

面积函数和等效面积系数。 
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表 1    常见变截面杆等效参数 
Table 1    Equivalent parameters of common hollow horns with   

variable cross­section 

类型 面积函数 ( )S' x  等效波数 k'  备注 
等截面形 S'  k  

圆锥形 ( )1

21S' xα−
 

k  ( )1' N' N'lα = −

指数形 2
1

' xS' e β−

 
2 2k 'β−  ln' N' lβ =  

悬链线形 ( )2
2 chS' ' l xγ −  

2 2k 'γ−  
1ch' N' lγ −=  

余弦形 ( )2
1 cosS' ' l xγ −  

2 2k 'γ−  ( )1cos 1/' N' lγ −=

2  常见空心杆件的网络传输系数 

任意形状的单级变杆件都可以等效为一个机

械四端网络，如图 2 所示。 

 
图 2  四端网络 

Fig.2    Four‐terminal networks 

写成表达式为： 
1 11 2 12 2 1 21 2 22 2F a F a V V a F a V= + = +  

即  1 11 12 2 2

1 21 22 2 2

F a a F F
D

V a a V V
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

其中 11 12

21 22

a a
D

a a
⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠

为相应杆件的传输矩阵，利用表 

1 中的参数，结合振动方程，可推导出上述空心杆

件的传输矩阵如下，其中 1 1z cS'ρ= ， 2 2z cS'ρ= 。 
等截面形： 

11 12 1

21 1 22

cos j sin
jsin / cos

a kl a z kl
a kl z a k

= =
= =

，

，
   

圆椎形： 

( )

( ) ( )
11

2 2

12 1

21 22
2

sincos 1

1 1 1 cosj sin

jsin cos 1 sin

kla N' kl N' kl
N' N' kla z klN'kl N' N' kl

kl kl N' kla aN'z N' N' kl

= + −

⎧⎡ ⎤ ⎫− −= + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎩⎣ ⎦ ⎭
−= = −，

 

指数形： 

( )

( )

11

12 1 21
1

22

cos sin

sin sinj j

1 cos sin

'a k'l k'l N'k'
k k'l k k'la z aN'k' z N'k'

'a k'l k'lN' k'

β

β

= −

= =

= +

，  

悬链线形： 

( )

11

2
12

21 22
2

cos 1 sin

j 1 cos sin

1 sin cosj

'a N' k'l N' k'lk'
za ' N' k'l k'N' k'lk

k K'l k'la az k' N' N'

γ

γ

= − +

= + +

= =，

 

余弦形： 

11

21
12 '

2

21 22
2

cos

sinj 1cos

1 sin cos 1cosj

l

k'la N'
z k'a k' ' N' k'l N'k N

k k'l k'l ' N' k'la az k'N' N' k'N'

α

α

=

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−= = −

 

3  螺孔对变幅杆谐振频率的影响 

如图 3 所示的复合变幅杆，几何尺寸见图中，

材料声速为5150 m s ，密度为 37800 kg m 。螺孔直 

 
图 3  空心变幅杆 

Fig.3    A sample of hollow horn 

 
(a) 谐振频率随螺孔深度的变化 

 
(b) 谐振频率随螺孔直径的变化 

图 4 谐振频率的变化曲线 
Fig.4    A change curve of resonant frequency 
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径为10 mm 时谐振频率随螺孔深度的变化曲线如图

4(a)，螺孔深度为10 mm 时谐振频率随螺孔直径的

变化曲线如图 4(b)。 
由图 4 可以看出，在计及螺孔时变幅杆的谐振

频率比实心时的 26.122 kHz 要高一些，而且随着螺

孔深度或直径的增大而增加，这与实际测量结果是

一致的。 

4  结 语 

本文给出了不同形状空心杆件的传输矩阵，设

计变幅杆时按组成类型顺序调用，方便了设计；而

且在设计换能器时，利用空心杆件的传输矩阵可以

计入螺杆的影响，更接近实际情况。 
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