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乘法模型下西洋乐器音色特征 

刘若伦，张家琦 
(山东大学威海分校信息工程学院，山东威海 264209) 

摘要：基于乐音的乘法模型分析研究了可用于西洋乐器音色识别的声学特征：谐波能量比、倒谱与 Mel 倒谱系数

(MFCC)和该文提出的机制声 MFCC。对西洋管弦乐器的单音进行了特征提取，通过分析乐器特征的模式，评价它们

与音色的关联程度。音色由激励源和共振体共同决定，与共振体特性相比，激励源的特征更能反映音色的不同。研

究结果表明：强调激励源本质的机制声 MFCC 和乐音 MFCC 能更好地体现音色之间的不同；机制声 MFCC 尤其适合

对乐器大类的识别；谐波能量比仅反映共振体特性，可以在一定程度上反映音色的差别；复倒谱与实倒谱区别不同

乐器的能力有限。 
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Timbre features of  western instrument under  
multiplication model 

LIU Ruo-lun, ZHANG Jia-qi  
(Electronic System Engineering Department, Shandong University at Weihai, Weihai 264209, Shandong, China) 

Abstract: The acoustic features related to western instrument timbre, including the distribution of  harmonic energy, 
cepstrum and Mel-frequency cepstral coefficients (MFCC), and the mechanism sound MFCC (MSMFCC) which is 
proposed in this paper, are investigated under the multiplication model of  musical sound. Features are extracted from 
pure tone of  western orchestral instruments, and their influences on timbre are assessed through analyzing each feature 
pattern. Results show that: MFCC and MSMFCC emphasizing the nature of  excitement perception can reflect timbre 
difference very well; MSMFCC is more capable for instrument classification; The distribution of  harmonic energy, 
which reflects only the properties of  resonator, can differ timbre to some degree; Complex and real cepstra have limited 
ability to distinguish the different instruments. 
Key words: sounding mechanism; timbre feature; western instrument 

 

1  引 言  

乐音是声音中的特殊一类，与人的语音相比，

它具有明显的谐波特性。乐音有四个基本特征：音

高、响度、感觉上的持续时间和音色。其中音色作

为区分不同乐器的最重要的特征，也有许多应用。

比如：乐器识别、歌曲中的歌声与音乐的分离等。

目前，对音色的认识程度远比不上前三个特征。音

色没有一个与之相对应的物理参数，它通常被定义

为：听觉上区别具有相同响度和音高的两个声音之

所以不同的属性。这个定义显然不足以用来进行定

量的科学分析，所以本文的目的就是寻找与音色相

关程度较高的物理特征。 
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2  乐器的发声机理 

乐器基本由三个部分组成：振动体、激发体、

共振体。振动体是主要声源，如弦、膜、板等，它

与激发体共同决定基音频率和基本音色。激发体用

以激发主要声源，它决定激发的强度和频率。共振

体则给乐器的音色以具体的感知特征
[1]
。以往的研

究大多参照语音信号的激励源-滤波器模型：激励源

可看作是振动体与激发体共同作用的结果，共振体

则相当于语音信号中的声道滤波器。不过有人指

出，乐器发声模型的滤波器并不一定是线性的
[2,3]

，

所以基于激励源-滤波器模型的分析方法，虽然能够

得到一些令人鼓舞的结果，但若要揭示乐器发声机

理，还是有很大局限性的。而且我们的研究表明，

激励源与共振体的乘法模型更适合针对乐器发声

机制的乐器音色分析。 
在西洋乐器中，铜管乐器的激发体可认为是口
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腔内的气流，其振动体为演奏者的嘴唇。气流以驻

波的形式在乐器管腔内共振，其发声机制与语音的

发声机制最相似。在语音模型中，声门脉冲和声道

间相互影响往往是可以忽略的，但演奏铜管乐时，

激励源和共振体会相互影响。一方面共振体的谐振

频率受演奏者嘴唇气压影响，另一方面管腔中气柱

的振动会反作用于嘴唇，从而改变唇部肌肉的紧张

度，进而影响到人们最终听到的乐音的基频。木管

乐器的发声机制与铜管乐器类似，但振动体是薄膜

或簧片。通过改变吹气的力度和侧面的开孔大小，

改变管子内部气柱的谐振频率。弦乐器的激励源是

琴弓与琴弦的摩擦引起的振动，共振体包括共鸣板

和琴体空腔。弦乐器的激励源振动比较复杂，它与

运弓的速度、琴弓施加的压力、摩擦点距琴马的距

离密切相关。共振体的谐振频率通常具有较宽的范

围，以放大琴弦上不同频率的振动。 
乐音的时域变化主要可分为起始部分、稳定部

分和衰减部分。Martin 指出，起始部分和衰减部分

的音色特征均不明显
[3]
，准确地讲，应该是共振体

的音色特征不明显。倒谱以分离激励源和系统见

长，所以可以根据乐音的稳定部分在一定程度上分

析激励源对音色的贡献。但如果激发体瞬时状态在

音色中起绝对作用时，如有音高的打击乐器，就一

定要考察乐音的起始部分。 
与音色有关的特征一般可划分为时域和频域

的特征、稳态和暂态的特征。对这些特征的基本要

求是与基音无关，好的特征应该在同一种乐器中表

现出稳定的趋势，而在不同乐器中差别明显。在稳

态特征中，许多人采用 LPC 倒谱
[4]
和具有非均匀频

率刻度的 WLPC[5]
。其中 WLPC 与 MFCC 类似，采

用了适合听觉分析的 Bark 刻度，有比较广泛的应

用。另外，还有许多学者对暂态参数进行研究，如

谱包络
[6,7]

和起始时间
[8,9]

等，都有一定的进展。 
西洋乐器对铜管、弦乐和木管分类，主要考虑

的是乐器的发声机制。根据前面对乐器发声机理的

分析，不同乐器演奏相同音高时，谐波能量的不同

分布主要取决于共振体。所以同一大类的两件乐

器，其音色差别主要体现在共振体上；两大类乐器

间的音色差别同时反应了激励源和共振体的不同，

所以更加明显。 
本文的分析对象是西洋乐器中的铜管、木管、

弦乐的共振体和激励源的声学特征，以确定它们与

音色之间的关联程度，故完全可以根据纯净单音信

号的稳定部分来提取各种需要的音色特征。本文主

要分析了谐波能量比、复倒谱与实倒谱、Mel 倒谱、

机制声 Mel 倒谱。试验选用的乐音样本来自于

McGill University Master Samples(MUMS) CD。  

3  谐波能量比 

乐音具有明显的谐波特性，能量大都集中在基

频及低次谐波频率附近。1877 年，Helmhotz[10]
在对

频谱的分析中，首次提出，不同谐波之间能量的对

比分配是影响音色的一个重要特征。乐音的高次谐

波越丰富、幅度越大，听起来就越明亮
[3]
。 

令描述单音信号的乘法谐波模型为： 

, ,
1

( ) ( ) cos( 2 )
K

f f k f k f
k

x t v t A k ft ϕ
=

= π +∑  (1) 

其中，xf (t)为某件乐器在基频为 f 时的单音；

vf (t)为该基频下乐音时域波形的缓变包络，它主要

取决于声源的发声机制；Ak,f 是单音基频为 f 的第 k
个谐波幅度；t 为乐音时间变量。那么谐波幅度矢

量 rf 就可以表示某一音高单音的谐波能量比。 
rf = [A1,f, A2,f, …, AK,f ]  (2) 
rf 可以通过对单音信号先进行傅里叶变换，然

后检测各谐波幅度并进行归一化处理来计算。公式

(3)代表某件乐器谐波能量比的平均值。其中，N 代

表该件乐器在音域范围内所能演奏的单音个数。 

1

1
n

N

f
nN =

= ∑r r   (3) 

从乐器的物理结构、发声机制，以及听觉的生

理特性考虑，对于任何一个单音，人耳可辨别的谐

波(泛音)频率是有限的，那么基音越高，可感知的

谐波就越少。所以如果一件乐器音域范围位于较低

频段，则该乐器可感知的泛音就比较丰富。低音的

谐波通常有 8 个以上，而高音的谐波一般至多 4 个。 
图 1 是小号、单簧管、小提琴的归一化谐波能

量的对比情况。每一条虚线代表一个单音，而粗实

线则代表了该乐器在整个音域内谐波能量分布的

平均趋势。三件乐器的结果集中反映出，一件乐器

不同音高的谐波能量变化很大，能量分配与谐波次

数的函数关系不明显。小号的谐波较丰富，谐波能

量虽然也随谐波次数缓慢递减。单簧管高次谐波的

能量分布趋势相对稳定，主要是由于木质管壁对高

频成分的吸收。小提琴的发声机制与前两者完全不

同，所以它们的谐波数量接近，但小提琴的谐波能

量分布更分散，规律性不明显。 
同一件乐器在不同音域范围上谐波能量比的

差别，一方面是因为谐波个数的变化，另一方面也

受到演奏方式的影响。当吹奏气流符合一定条件，

管乐的基频可能被抑制，这时谐波幅度比例关系就

会明显的偏离平均趋势，其他乐器也有类似现象[1]。 
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图 1  归一化谐波能量比曲线。虚线对应某个单音；实线对应整个音域

的平均值。 
Fig.1  Normalized harmonics energy distribution. Dot line with cross is 

of  single note; Solid line is of  the average over all notes 

4  倒谱与 Mel 倒谱 

倒谱定义为信号频谱取对数后的傅立叶反变

换，它是同态分析的有力工具，非常适于分析非线

性信号，如乘性或卷积信号。两个信号在时域的卷

积，对应于倒频域的相加。于是在时域和频域都无

法分离的卷积信号，就可以在倒频域内进行分离。 
在语音信号分析的“激励源-滤波器”模型中，激

励源对应声带或喉的脉冲气流，滤波器对应声道的

共振峰模型
[11,12]

。通常情况下，声道的共振峰相对

于脉冲频谱变化缓慢，所以语音分析中可以根据低

倒频分析共振峰，而根据高倒频研究脉冲激励源特

性。但对于乐音信号，这种对应关系是值得怀疑的。 

我们之所以能够在不同音高、不同声强下，区

分不同乐器的音色，很重要的原因是乐器的发声机

制不随基频和演奏方式变化，反映到公式(1)中，就

是时域包络和谐波相位不随基频而变化。那么乐音

信号就可以简化为： 

,
1

( ) ( ) cos( 2 )
K

f k f k
k

x t v t A k ft ϕ
=

= π +∑  (4) 

若令式(4)中的求和部分为 sf (t)，用 m 表示倒

频，则按照倒谱定义，乐音信号的复倒谱为： 
{ }1( ) ln[ ( ) ( )]f fx m V Sω ω−= ∗F  (5) 

其中，V(ω) 是包络信号的频谱，Sf (ω) 是基频

为 f 的谐波信号频谱，F-1 代表傅立叶反变换，“*”
代表卷积。实倒谱则忽略相位信息，只对幅度谱取

对数。 
由于包络信号相对于谐波信号频率非常低，所

以可以安全地假设，V(ω)的频谱宽度远远小于谐波

基频。根据对数及傅里叶变换的性质： 

1
( ) 2 ( ) 2 ( ) cos( 2 )

K

f f
k

x m B m v m k fmδ
=

= + π∑  (6) 

其中 Bf 为常数，v (m)为包络信号的倒谱。式(6)
的推导过程详见附录。因为反映声源发声机制的

v(t)为缓变信号，所以 v (m)在倒频域具有较宽的倒

频带宽。在分析语音的声道共振峰特性时，通常取

倒频 m<25 的部分就足够了
[10]
。考虑到乐器共振体

与人的声道之间在物理结构和声学特性上的差异，

分析乐器发声机制时，考察了倒频 m<30 的较宽范

围。 
Mel 倒谱系数采用了不均匀频率刻度，以适合

听觉特性，因此更适于分析语音和乐音
[13]
。在人耳

分辨各种音色的过程中，耳蜗起了非常重要的作

用。耳蜗实际上相当于一个滤波器组，它的中心频

率在 1000Hz 以下近似为线性尺度，而在 1000Hz
以上为对数尺度，所以人耳对低频信号比高频信号

更为敏感。 
Mel 倒谱与普通复倒谱最重要的区别就是，先

用 Mel 滤波器组对信号进行滤波，实现频率轴的不

均匀划分，继而对每个 Mel 滤波器输出的对数功率

做离散余弦变换(DCT)而不是傅立叶反变换。即： 
1

1

1( ) ( )cos[ ( )]2
R

mel mel
k

C m P k m kR
−

=

π= +∑  (7) 

其中 R 为滤波器个数
[14]
，Pmel (k)为第 k 个 Mel

滤波器输出的对数功率： 

2( ) ln | ( ) ( )|
k
u

k
l

mel kP k M X
ω

ω ω
ω ω

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑  (8) 

ωl
k 和ωu

k 分别是第 k 个 Mel 滤波器频率响应

Mk(ω)的频率上下限。Pmel(k)还可以被看成时域信号
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的对数 Mel 功率谱，相当于对经过 Mel 滤波器组的

时间信号按 Mel 频率 k 进行傅立叶变换再取对数。

参考激励源-滤波器模型考虑乐音信号，共振体的频

率响应比激励源的频谱变化缓慢，则 MFCC 的低倒

频对应共振体，高倒频对应激励源。 
Mel 滤波器组是一组带通滤波器，其中心频率

按照 Mel 频率刻度是均匀排列的，但不同中心频率

对应的滤波器带宽并不相同。MFCC 最初是用于语

音分析的，后来 Beth Logan 验证了 MFCC 用于乐

音信号分析的可行性
[15]
，认为它至少不会是有害的，

因此本文专门验证了 MFCC 与音色的关联程度。 
传统的 Mel 滤波器组采用的是三角窗，在本文

的实验中，采用了更接近耳蜗特性的 Gammatone
滤波器。由于乐音信号的频率大都在 18kHz 以下，

所以本文采用了 0-18kHz 的由 25 个滤波器组成的

Mel滤波器组，得到 24项Mel倒谱系数。Gammatone
滤波器采用了 Malcolm Slaney 的 Auditory Toolbox
中的函数。在对三类乐器的 MFCC 分析中，MFCC
的确显示出胜过谐波能量比和普通倒谱的优势。

MFCC 不仅与基音无关，而且在不同乐器之间表现

了不同的趋势。 
试验结果表明，同一件乐器不同音高的倒谱差

别较大，所以稳定性和区分度都不好。图 2(a)为小

号的复倒谱，不同音高的复倒谱没有一个统一的表

现，有些是先升后降，有些则是先降后升。而且大

部分乐器的复倒谱稳定性都很差。但对个别乐器的

某些特殊情况会有所不同，如图 2(b)所示小提琴顿

奏的复倒谱，规律性明显优于小号的复倒谱。 

 

 
图 2  小号(a)与小提琴顿揍(b)的复倒谱，细实线：一个单音；粗实线：

全音域均值 
Fig.2  Complex cepstrum of  trumpet(a) and violin(b).Thin line is of  

single note; thick line is of  the average over all 

对比分析了实倒谱。实倒谱的稳定性较强，同

一件乐器不同音高的实倒谱有明显的相似趋势，但

对不同乐器只是略有差别。图 3 所示的是小号和小

提琴的实倒谱。一件乐器的实倒谱非常稳定，但二

者的差别却很小。此外，由于实倒谱本身幅度小、

衰减快，区分度明显变差。即使用复倒谱容易区分

的小提琴顿奏，它的实倒谱与其它乐器区别也很不

明显。 

 

 
图 3  小号(a)与小提琴顿揍(b)的实倒谱，细实线：一个单音；粗实线：

全音域均值 
Fig.3  Real cepstrum of  trumpet(a) and violin(b).Thin line is of  single 

note; thick line is of  the average over all notes 

从综合倒谱的稳定度和对乐器的区分度来看，

它并不是一个很好的特征。其一是人耳对频率分辨

的非线性：人耳对低频成分的分辨能力要远大于对

高频的分辨能力，而复倒谱采用线性的频率刻度，

相当于强化了高频成分。其二是乐器共振体对不同

频率成分的相频特性比较复杂，因此考虑了相位的

复倒谱规律性不明显，所以在下面的 Mel 倒谱分析

中没有考虑相位。 
图 4(a)是圆号的 MFCC，它反映出了明显的一

致趋势：先大幅下降到第 4 点然后上升，从第 7 点

开始保持稳定，到第 11 点开始波动。双簧管(b)和
小提琴(c)也有类似的结果。图 4 还表明，不同音高

的 MFCC 不仅具有相同的趋势，在幅度分布上的方

差也很小，基本维持在均值附近的很小范围内。总

的来说，与前述特征相比，MFCC 的稳定性较好，

明显与基音无关。 
图 4 也显示了 MFCC 较好的区分度，由于三种

乐器的共振体——圆号的螺旋铜管、双簧管的直木管、 
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图 4  三种乐器在不同音高下的 Mel 倒谱系数，细实线：一个单音；

粗实线：全音域均值 
Fig.4 MFCC over all pitches of  French horn(a), oboe(b), and violin(c) 

Thin line is of single note; thick line is of the average over all notes 

小提琴的木质琴箱相差迥异，故而在低倒频系数上

差别较大；激励源方面，唇的振动和具有指肚阻尼

的弓弦摩擦振动，有一定相似之处。但它们和双层

簧片的振动差别非常大，所以圆号和小提琴的高倒

频系数的分布接近，但双簧管的高倒频系数分布则

完全不同。 
限于篇幅，这里只在每类乐器中挑选一件进行

对比。其他乐器的结果与此类似，所以 MFCC 在不

同类别乐器的识别上有一定价值。从图 5 所示三类

乐器的 MFCC 均值比较可以看出，不同类的 MFCC
均值差别不太明显，因此识别时不能单纯采用类均

值来比较，否则可能还不及对单个乐器的识别。但

综合前述分析，它仍是表现最好的特征，不仅各个

乐器之间的差别比较明显，在一件乐器中的稳定度

也很好，而且如果综合分析低倒频和高倒频系数的

分布规律，大多数乐器都可通过 MFCC 得以区分。 

 
图 5  三类西洋乐器的 MFCC 均值 

Fig.5  MFCCs averaged over three types of  western instrument 

也有 MFCC 区分起来比较困难的乐器，比如木

管类乐器不仅音色相近
[2]
，MFCC 的分布方差也较

大，这样两件乐器的 MFCC 表现可能会相差很大，

但仍难以区分。另外，实验中选取了 0～18kHz 的

25 个滤波器，分析的效果还不错。识别中还可以进

一步检验其他阶数和频率范围的滤波器组的区分

效果，以确定最佳阶数和频率范围。 

5  机制声 Mel 倒谱 

前文所研究的特征主要还是侧重于共振体的。

谐波能量比的变化以及复倒谱和 MFCC 低倒频部

分的差别，都取决于共振体的频率响应。传统倒谱

的高倒频部分虽然能够反映激励源特征，但往往幅

度小、衰减快，而且不同乐器还会出现相似的分布。

因此前面三个特征都没有很好地体现激励源的差

别，但激励源对音色也是具有重要影响的。 
观察乐音频谱可以发现，乐音并不能简化成一

个纯粹的谐波模型。在每个谐波周围，都有一些分

布接近的频率成份，是它们丰富了乐器的音色，而

它们正是来自乐器激励源的不同的发声机制。 
要对发声机制进行分析，首先要消除共振体的

影响。因此用点阻滤波器
[16]
对各谐波进行调整，使

其幅度相同。我们把经过点阻滤波的乐音信号称为

机制声信号，分析该信号的 MFCC，更有助于揭示

不同乐器的音色本质。 
由于乐音频谱各谐波的位置并不是严格的整

数倍关系，谐波的频谱宽度也不同，因此在构造点

阻滤波器时，首先要检测各谐波位置以确定中心频

率，再以乐音频谱的等效矩形带宽幅度(频谱积分除

以频率范围)衰减 3dB 的带宽为点阻带宽。点阻滤

波器对各次谐波的抑制程度由各谐波幅度与等效

矩形带宽幅度的差距来决定。如此，各谐波幅度均

被调整到等效幅度的水平。实验中，对幅度低于等
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效幅度的谐波暂不做调整。 
机制声 MFCC 与乐音的 MFCC 相比，虽有许

多相似之处，但由于抑制了共振体的影响，又有些

差别。图 6 为三种乐器在不同音高下的机制声 Mel
倒谱系数。将图 6 与图 4 对比可以发现：机制声

MFCC 幅度明显小于乐音 MFCC 的幅度，而且系数

波动也不明显；机制声 MFCC 仍与音高无关，但它

在不同音高下的分布更集中，明显胜过谐波能量比

和复倒谱。如果把机制声理解为冲激脉冲串通过一

个反映发声机制的系统的话，那么机制声 MFCC 的

低倒频部分反映的就是该系统，它可以更好地区分

乐器大类发生机制的不同，如吹、拉、弹、拨等。 
和乐音MFCC 一样，同一类乐器的机制声MFCC

也不尽相同。铜管乐器中，各乐器机制声 MFCC 仅

仅是有所差别。而木管乐器由于本身就有四个子

类，所以各乐器机制声 MFCC 则有很大差别。另外， 

 

 

 
图 6  三种乐器在不同音高下的机制声 Mel 倒谱系数，细实线：一个

单音；粗实线：全音域均值 
Fig.6  Mechanism sound MFCC over all pitches of  French horn(a), 

oboe(b), and violin(c). Thin line is of  single note; thick line is of  
the average over all notes 

图 6 还反映出，圆号和双簧管在不同音高下的机制

声 MFCC 前两点，有时上升有时下降，趋势不稳定，

规律性也不明显。所以，最低点(几乎总是 m=3)之
后的机制声 MFCC 的区分度更好，可以考虑适当增

加低倒频 m≥3 的识别权重。 
图 7 是三类乐器的机制声 MFCC 均值。与图 5

比较不难发现，机制声 MFCC 更利于区分不同种类

的乐器。尤其是在最低点之后，三种乐器的机制声

MFCC 曲线具有明显的差别，而图 5 中三类乐器的

MFCC 几乎完全重合。总之，机制声 MFCC 不但可

以用于识别不同乐器，很且稳定性及区分度都比较

理想，尤其是区分发声机制不同的乐器大类。 

 
图 7  三类西洋乐器的机制声 MFCC 均值 

Fig.7  Mechanism sound MFCCs averaged over three types of  western 
instrument. 

5  结 论 

乐器发声的全部过程，都会影响人们对音色的

感知。迄今为止，音色到底与那些物理参数有关，

仍没有一个明确的答案。考虑到音色定义为使人在

听觉上区分不同乐器的属性，基于人耳听觉特性的

特征必然更有利于音色的识别。本文详细分析了乐

音信号的谐波能量比、倒谱、MFCC、机制声 MFCC
等特征对音色的影响程度，得出以下结论： 

(1) 机制声 MFCC 是本文提出的新特征，它对

乐器识别的区分度和稳定性最好，不论是各乐器之

间，还是各类之间，该特征都有明显的区别。其中

前几项系数由于反映发声机制的差别，对区分不同

乐器有重要作用。 
(2) 乐音的 MFCC 对音色的区分性能也比较

好。稳定性虽然不及机制声 MFCC，但也优于其他

两个特征。识别中权重应仅次于机制声 MFCC。 
(3) 谐波能量比更适于管乐器的分析。对于同

一件乐器，谐波能量比在不同音高时方差较大，并

且受基音影响较大。谐波丰富程度以及谐波能量的

变化趋势能体现共振峰的特点。虽然不同乐器的差
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别明显，但在同类甚至同一件乐器没有稳定的表

现，不能单独用于乐器的识别。 
(4) 复倒谱是最不稳定的一个特征。仅对于特

定乐器(如小提琴顿奏)有稳定的趋势，因此在识别

这类乐器时，可以考虑适当加入复倒谱作为识别的

特征之一。实倒谱虽然稳定性有所改进，但不同乐

器的差别却不明显了。 
以上特征有的侧重共振体，有的侧重激励源，

只要采用合适的分析方法，都有比较好的表现。由

于音色的复杂性，更进一步的深入分析需要对乐器

的发声过程作更详尽的分析。乐器发声机制与机制

声 MFCC 之间的内在联系也还有待进一步研究。此

外，本文所研究特征对复杂的多乐件乐曲区分能力

还有待进一步验证。乐音信号的相频特性在倒谱类

音色特征中的作用，也是一个值得研究的问题。 
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附 录  

设乐音信号 xf (t)= v(t) sf(t)，其中 

, 0
1

( ) cos( )
K

f k f k
k

s t a kω ϕ
=

= +∑  

代表由共振体决定的谐波信号，v(t)代表由发声

机制决定的包络信号。于是有 
( ) ( ) ( )f fX V Sω ω ω= ∗  

再假设V(ω)的最高频率远远小于Sf (ω)的基频，

由 
j j

, 0 0
1

1( ) [ ( )e ( )e ]2
k k

K

f k f
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S a k kϕ ϕω δ ω ω δ ω ω −

=
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可得： 
j j

, 0 0
1

1( ) [ ( )e ( )e ]2
k k

K

f k f
k

X a V k V kϕ ϕω ω ω ω ω −

=
= − + +∑  

上式求和各项频谱无重叠，故可按频率分别取

对数，即： 

, , 0 0
1

ln ( ) [ ln ( ) ln ( )]
K

f k f k f
k

X b b V k V kω ω ω ω ω
=

= + + − + +∑  

其中： 
j

, ,
1 e2

k
k f k fb a ϕ=  

再根据倒谱定义可得： 
0 0j j

,
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若令： 

,
1
Re( )

K

f k f
k

c b
=

=∑
 

则： 
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