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摘　要： 对于正整数 a１ ，a２ ，⋯，ar 以及无向简单图 G， 当且仅当对 G的任意一种顶点 r着色，都对某个 i∈｛１，２，

⋯，r｝存在顶点都着有颜色 i 的 ai 阶的完全子图， 则记 G→（a１ ，a２ ，⋯，ar）
v。 对于 k ＞ｍａｘ｛a１ ，a２ ，⋯，ar｝，顶点

Ｆｏｌｋｍａｎ数定义为 Fv（a１ ，a２ ，⋯，ar；k） ＝ｍｉｎ｛ ｜V（G） ｜：G→（a１ ，a２，⋯，ar）
v，Kk锄G｝。 借助于计算机 得到了 １８≤

Fv（２，２，２，３；４）≤Fv（２，３，３；４）≤３０。
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Abstract： Ｆｏｒ ｉｎｔｅｇｅｒｓ a１ ，a２，⋯，ar ａｎｄ ａｎ ｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄ ｓｉｍｐｌｅ ｇｒａｐｈ G， ｔｈｅ ｓｙｍｂｏｌ G→（a１，a２，⋯，ar） v ｍｅａｎｓ ｔｈａｔ ｉｎ ｅｖｅｒｙ
r唱ｃｏｌｏｒｉｎｇ ｏｆ V（G）， ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ ｍｏｎｏｃｈｒｏｍａｔｉｃ ai唱ｃｌｉｑｕｅ ｏｆ ｃｏｌｏｒ i ｆｏｒ ｓｏｍｅ i∈｛１，２，⋯，r｝ ．Ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ Ｆｏｌｋｍａｎ ｎｕｍｂｅｒ ｉｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ａｓ Fv（a１ ，a２ ，⋯，ar；k） ＝ｍｉｎ｛｜V（G）｜：G→（a２，a２ ，⋯，ar） v，Kk锄G｝．Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｈｅｌｐ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔｅｒ ｓｅａｒｃｈ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｏｂｔａｉｎｅｄ １８≤Fv（２，２，２，３；４）≤Fv（２，３，３；４）≤３０．
Key words： ｖｅｒｔｅｘ Ｆｏｌｋｍａｎ ｎｕｍｂｅｒ； ｖｅｒｔｅｘ ｃｏｌｏｒｉｎｇ； ｕｐｐｅｒ ｂｏｕｎｄ； ｌｏｗｅｒ ｂｏｕｎｄ

0　引言
V（G）和 E（G）分别表示图 G的顶点集和边集，Ａｕｔ（G）表

示 G的自同构群。 若 Ａｕｔ（G）在 V（G）上是可迁的，即对任意
u，v∈V（G），总存在σ∈Ａｕｔ（G）使得σ（u） ＝v，则称图 G是点
可迁图。

对于正整数 m，n，Ｒａｍｓｅｙ 数 R（m，n）是指最小正整数 n，
使得每一个 n阶的图 G，或者 G包含 Km，或者 G的补图包含
Kn。 如果某个图 G不含 Km 且 G的补图不含 Kn，则称 G为（m，
n）唱图。 对于正整数 a１ ，a２ ，⋯，ar 以及无向简单图 G，当且仅当
对 G的任意一种顶点 r着色，都对某个 i∈｛１，２，⋯，r｝存在顶
点都着有颜色 i的 ai 阶的完全子图，记做 G→（a１ ，a２ ，⋯，ar）

v。
对于 k ＞ｍａｘ｛a１ ，a２ ，⋯，ar｝，顶点 Ｆｏｌｋｍａｎ数定义为

Fv（a１ ，a２ ，⋯，ar） ＝ｍｉｎ｛ ｜V（G） ｜：G→（a１ ，a２ ，⋯，ar）
v，Kk锄G｝

１９７０年，Ｆｏｌｋｍａｎ［１］证明对于任意正整数 a１ ，a２ 以及 k ＞

ｍａｘ｛a１ ，a２ ｝，都存在一个图 G，使得 G→（ a１ ，a２ ）
v，Kk 锄G。

Ｆｏｌｋｍａｎ研究的是 ２色的情形， 文献［２］将 ２ 色推广到多色的
情形。 借助于计算机， Ｐｉｗａｋｏｗｓｋｉ等人［３］得到了 Fv（３，３；４） ＝

１４；２０００年，Ｎｅｎｏｖ［４］证明了 １０≤Fv （２，２，３；４）≤１４；２００６ 年，

Ｃｏｌｅｓ等人［５］通过计算机计算得到了 Fv（２，２，３；４） ＝１４。
为了研究 Fv（２，２，２，３；４）和 Fv（２，３，３；４）的界，本文设计

算法用于验证： 对于正整数 a１ ，a２ ，⋯，ar 以及无向简单图 G，
图 G是否具有性质

G→（a１ ，a２ ，⋯，ar） v （１）

为了方便，称式（１）为图 G的 Ｆｏｌｋｍａｎ性质。 如果 G不满
足性质（１）， 则称 G有（a１ ，a２ ，⋯，ar）

v 染色。

1　测试图的 Fo lkm an 性质
为了研究顶点 Ｆｏｌｋｍａｎ数的上界， 需要解决以下问题：对

于正整数 a１ ，a２ ，⋯，ar，以及无向简单图 G，图 G是否具有性质
（１）。
对于 ３色的情形，本文给出基本算法如下（其中 ｆｉｎｄ设置

为引用参数）：
ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ（G，ｃｕｒｌａｙｅｒ，a１ ，a２ ，a３ ，ｆｉｎｄ）
｛
１　ｉｆ ｆｉｎｄ ＝ｔｒｕｅ ｔｈｅｎ
２　　ｒｅｔｕｒｎ；
３　ｉｆ ｃｕｒｌａｙｅｒ＝G 的顶点数 ＋１ ｔｈｅｎ
４　｛
５　　ｉｆ G 的 １ 色顶点导出子图含 a１ 阶的团 ｔｈｅｎ
６　　　ｒｅｔｕｒｎ；
７　　ｉｆ G 的 ２ 色顶点导出子图含 a２ 阶的团 ｔｈｅｎ
８　　　ｒｅｔｕｒｎ ；
９　　ｉｆ G 的 ３ 色顶点导出子图含 a３ 阶的团 ｔｈｅｎ
１０　　　ｒｅｔｕｒｎ ；
１１　　ｆｉｎｄ ｔｒｕｅ；
１２　　ｒｅｔｕｒｎ；
　　　｝
１３　对 G 的第 ｃｕｒｌａｙｅｒ个顶点着第 １ 色；
１４　ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ（G，ｃｕｒｌａｙｅｒ ＋１，a１ ，a２ ，a３ ，ｆｉｎｄ）；
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１５　对 G 的第 ｌａｙｅｒ个顶点着第 ２ 色；
１６　ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ（G，ｃｕｒｌａｙｅｒ ＋１，a１ ，a２ ，a３ ，ｆｉｎｄ）；
１７　对 G 的第 ｌａｙｅｒ个顶点着第 ３ 色；
１８　ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ（G，ｃｕｒｌａｙｅｒ ＋１，a１ ，a２ ，a３ ，ｆｉｎｄ）；
｝
引理 １　给定一个图 G，设置变量 ｆｉｎｄ＝ｆａｌｓｅ，然后调用函

数 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ（G，１，２，３，３，ｆｉｎｄ）。 当 ｆｉｎｄ返回 ｔｒｕｅ，则图 G不
具有性质 G→（２，３，３，） v；否则 G具有性质 G→（２，３，３） v。

证明　ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ是一个递归算法，在算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ
中，a１ ＝２，a２ ＝３，a３ ＝３，当程序到达第 １１、１２ 行时，给出了一
种对图 G的所有顶点的 ３着色。 其中颜色集为｛１，２，３｝，且不
含 １色 ２阶的团，不含 ２ 色 ３ 阶的团，不含 ３ 色 ３ 阶的团。 之
后，ｆｉｎｄ变量的值为 ｔｒｕｅ，由第 １、２行知，当 ｆｉｎｄ为 ｔｒｕｅ时，程序
退出递归从而返回，所以，当 ｆｉｎｄ返回 ｔｒｕｅ，则图 G不具有性质
G→（２，３，３） v。 当程序始终没有到达 １１、１２行时，则在第 ６ 行，
或第 ８行，或第 １０行退出，此时，对图 G，无论怎样着色， 要么
出现了 １色的 ２团，要么出现了 ２ 色或 ３ 色的 ３ 团，而程序结
束时， ｆｉｎｄ仍为 ｆａｌｓｅ。 当 ｆｉｎｄ返回 ｆａｌｓｅ，则图 G具有性质 G→
（２，３，３） v。

2　Fv（2，3，3；4）和 Fv（2，2，2，3；4）的界

首先讨论 Fv（２，３，３；４）和 Fv（２，２，２，３；４）的下界。

引理 ２　Fv （２，２，２，３；４）≥１７，且如果等于 １７，１７ 阶的
Ｆｏｌｋｍａｎ图只能是不含 ４独立集的（４，４）唱图。

证明　由于任意一个不含 ４团的 １６阶图 H一定含有３独
立集，并且 Fv（２，２，３；４） ＝１４，所以 H中除此 ３ 独立集之外的
其他 １３个顶点导出的子图有（２，２，３） v 染色，这时 H有（２，２，
２，３） v 染色。 所以 Fv（２，２，２，３；４）≥１７。

设一个 １７阶图 G满足 G→（２，２，２，３） v，且不含 ４ 团。 如
果 G含有 ４独立集，则类似于上述讨论，由 Fv（２，２，３；４） ＝１４
（见文献［５］）可知，其他 １３个顶点导出的子图有（２，２，３） v 染

色，这时 G有（２，２，２，３） v 染色。 因此 G不含 ４ 独立集，此时它
是一个（４，４）图。

定理 １　Fv（２，２，２，３；４）≥１８。
证明　假设存在一个 １７ 阶图 G满足 G→（２，２，２，３） v，且

不含 ４团，则由引理 ２，G是一个 １７ 阶的（４，４）唱图，而 １７ 阶的
（４，４） －图是惟一的，且已经由文献［６］ 给出。 对处理 ３ 色情
形的算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ作很小的修改，容易得到处理 ４ 色情形
的相应算法，利用此算法经过计算， 图 G不满足性质 G→（２，
２，２，３） v。 所以 Fv（２，２，２，３；４）≥１８。

Fv（２，２，２，３；４）≤Fv（２，３，３；４），由定理 １可知：
推论 １　Fv（２，３，３；４）≥１８。
下面讨论 Fv（２，３，３；４）的上界。
利用算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ对一个３４个顶点的（４，６）图G（见文献

［７］中的第一个图）测试，结果表明：G满足性质 G→（２，３，３）v。 由
此可知 Fv（２，３，３；４）≤３４。 但此图的任何一个导出子图都不满足
性质G→（２，３，３）v。 此后本文又找到了一个３０阶的不含４团的图
G满足性质 G→（２，３，３）v，从而得到下述定理。

定理 ２　Fv（２，３，３；４）≤３０
证明　利用算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ，本文对一个不含 ４ 团的 ３０

阶点可迁图（见文献［８］文件 Ｃａｙ３０．ｇ６中的第 １０ ２９６个图）测
试，结果表明：G满足性质 G→（２，３，３） v，于是 Fv （２，３，３；４）≤
３０。

对删掉 G的一个顶点得到的 ２９阶子图加足够多的边而不
含 K４ 的图，利用算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌ可得，这个 ２９ 阶的图不能给
出 Fv（２，３，３；４）的上界。
利用颜色的对称性可以减少重复搜索。 在关于上述的 ３４

和 ３０阶图的计算中， 判断图 G是否满足 G→（２，３，３） v 时，由
于对第一个点着 ２色和 ３色是等价的，只需对第一个点着颜色
１或颜色 ２。 如果图中第一个顶点和第二个顶点相邻，则只需
要考虑以下两种情况：ａ）第一个顶点染颜色 １，第二个顶点染
颜色 ２；ｂ）第一个顶点染颜色 ２。 这样计算效率可提高一倍。
由于上述的 ３０ 阶图是点可迁的，并且第一个顶点和第二个顶
点相邻，还可以进一步减小计算量，只需处理其中的第一种情
况即第一个顶点染颜色 １，第二个顶点染颜色 ２。
由定理 ２及 Fv（２，２，２，３；４）≤Fv（２，３，３；４）可得
推论 ２　Fv（２，２，２，３；４）≤３０。

3　结束语
对于 n个顶点的图 G，算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ 的时间复杂度为

O（３n）。 虽然在具体的计算中复杂度会略小一些，但对于阶数
较大的图，用算法 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ测试性质（１）可能难以在可接
受的时间内遍历所有的情况。 为了提高算法的效率， 除了上
一章提到的方法外，还可以采用以下策略：

ａ）在 ＩｓＧＣｏｌｏｒａｂｌｅ中，第 ２行后面、第 ３行前面加一些控制
剪枝的条件：当 ｌａｙｅｒ 到达某个给定的数，即到达给定的层数
时，判断 G的前 ｌａｙｅｒ个顶点中 i色顶点导出子图含 ai 阶的团，
若含有则返回。

ｂ）如果要测试的图不是正则图，可对测试的图 G 按顶点
的度递减排序。 对前面的第一个 ３４ 阶的图的顶点进行度的
递减排序，这时得到的图中第一个顶点和第二个顶点相邻。
这种方法结合上文关于对称性的分析，计算效率也能得到较
大的提高。
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