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面向应用的快速多峰寻优算法

吴  江, 胡捍英, 吴 瑛
( 解放军信息工程大学, 郑州 450002)

摘 要: 工程应用中的多峰寻优问题要求搜索目标函数的多个极值点 , 现有的多峰优化方法难以直接利用应用

问题的先验知识引导算法过程 , 多峰寻优效率较低。基于粒子群优化算法设计一种面向应用的多峰寻优算法 ,

能有效利用易于获得的先验参数 , 如峰间分辨率、峰位置精度、峰值个数等实现快速多峰搜索。该算法保持了粒

子群算法的简单性并改善了搜索多样性 , 使其可控地收敛到多个峰值上。将该算法与几种典型的多峰寻优方法

进行了对比测试和分析 , 结果表明, 对复杂多峰函数 , 该算法能以最快的收敛速度实现多峰搜索。
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Application-oriented fast optimizer for multi-peak searching

WU Jiang, HU Han-ying, WU Ying
( PLA Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China)

Abstract: Multi-peak optimizations in engineering applications are needed to search multiple extrema of objective functions.
Previous multi-peak searching methods usually cannot make use of prior parameters to guide the algorithm directly. This paper
proposed an application-oriented multi-peak optimizer based on the particle swarm optimization( PSO) . It took advantage of
prior parameters such as peak resolution, solution accuracy, and peak number demanded, which could usually be ascertained
in real-world problems. The algorithm kept the simplicity of basic PSO and expanded its searching diversity. This paper com-
pared the new algorithm with some typical multimodal optimization algorithms on the basis of which the tests and analyses of
them were conducted. Results show that the new algorithm can successfully locate the multiple extrema that outhors need at
highest speed.
Key words: application-oriented; multi-peak searching; PSO

0 引言

在许多工程应用问题中 , 常需要寻找多个较优解 , 如工程

设计中获得次优的备用方案、军事应用中多目标探测等。这些

问题可以归结为非线性函数多峰寻优问题 , 即要求优化算法在

搜索全局最优解的同时输出前 N个局部最优解。现有优化方

法大多讨论如何获取全局最优解, 而对多局部极值的寻优问题

研究较少 [ 1] 。受实际需求推动 , 近年来求多个局部最优解的

算法引起了较大的研究兴趣, 这种算法通常称为多峰搜索

( multi-peak searching) 或多模式优化( multimodal optimization) 。

目前实现多峰寻优的方法主要有三类: a) 使用大量随机初始

化解的局部优化算法 , 这种方法的优点是通用性较强 , 但其局

部优化算法往往对目标函数的光滑性或连续性有要求 , 而且在

目标函数峰值数量较多时运算量很大 ; b) 利用遗传算法中小

生境( niche) 的思想创建子种群( subpopulation or sub-swarm) 保

持搜索的多样性
[ 1, 2] , 其优点是在峰值情况不可预测时能自动

根据目标函数划分种群 , 但该方法缺乏全局信息引导 , 计算量

分散故而对需要的较优峰收敛较慢 ; c) 结合序列生境技术( se-

quential niche technique, SNT) [ 3] 的全局优化算法 , 即重复进行

多次全局寻优并使用下降函数( derating function) 修改适应值

函数, 这种方法可以系统地遍历峰值 , 但其固有的串行性限制

了寻优的效率。

在实际的应用问题中 , 往往容易确定目标函数的某些先验

参数 , 研究如何充分利用这些参数提高优化算法的效率是很有

现实意义的。本文利用粒子群优化算法( particle swarm optimi-

zation, PSO) 形式简单、全局收敛速度快的特点 , 将其全局极值

点( gbest) 改为可由工程参数控制的多个 lbest( local best) , 各

粒子以最近的 lbest作为社会经验更新速度 , 以较少的计算量

实现可控的多峰搜索 , 得到一种改进的 PSO 多峰寻优算法。

文中将该算法与三种具有代表性的多峰优化算法进行了对比

分析 , 验证了算法的优势。

1  问题描述

工程优化问题中根据应用目的 , 往往可事先明确对解的某

些要求 , 由此确定的参数在优化算法设计中应充分利用。首

先, 易于确定的是峰间分辨率 Δdist = ( δ1 , ⋯, δD) 。其中 : δd

( d = 1, ⋯, D) 是第 d维上的峰间分辨率; D 是解空间的维数;

Δdist表示系统可区分的两个峰间的最小距离 , 它往往取决于实

际系统的目标分辨能力。其次 , 可由系统参数测量精度和应用

需求确定问题的求解精度 , 在本文中称之为峰位置精度 , 并记

为 Apeak, 它以 D 维上的精度值为分量构成 , 代表了用户允许的

近似解偏离真实解的最大误差。另外 , 系统用户对峰值个数的
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需求总是有限的 , 即可指定较优峰值的个数 , 这要求算法找到

前 Npeak个局部最优解。

按照前面的讨论 , 多峰寻优问题可描述为寻找可行解 Xi,

( i = 1, 2, ⋯, Npeak) , 满足

Xi∈{ X| f( X) ≥ f( X′) , |X′- X |≤Δpeak}

|Xi - X*
i |≤Apeak

f( X1) ≥ f( X2) ≥⋯≥f( XNpeak
) ≥⋯

( 1)

其中: X、X′、Xi、X*
i ∈Ω是 D维决策变量 ; RD 为可行域 ; X*

i

表示第 i 个峰处的精确解或真实解 ; f为目标函数 ; Δpeak = Δdist /

2 定义为峰分辨半径。对于常用的边界约束问题 , 设 Ω由搜索

空间的边界 B 所围成 , B 是 D ×2 的矩阵 , 由每一维的区间上、

下界构成。对于目标函数求极小峰值问题 , 可转换为对

[ - f( X) ] 求极大峰值问题。

2 多峰寻优 PSO 算法

2. 1  基本 PSO 及其改进型

1995 年 Kennedy 等人 [ 4] 提出粒子群优化算法。在 PSO

中, 用种群表示问题潜在解的集合, 集合中的每个粒子表示一

个可行解。初始种群通常是随机产生 , 然后在解空间中运动

( 演化) 。在种群演化过程中 , 所有粒子间进行全局通信 , 每个

粒子能共享其他粒子当前的搜索结果。记每个粒子经历的最

好位置为 pbest, 整个种群经历的最好位置为 gbest。在第 k 次

迭代中 , 第 s 个粒子按下式计算其下一代第 d( d = 1, ⋯, D) 维

的飞行速度 , 并更新位置

vk +1
s, d = vk

s, d + c1 randk
1 ( pbestk

s, d - xk
s, d) + c2rand k

2 ( gbestkd - xk
s, d) ( 2)

xk +1
s, d = xk

s, d + vk +1
s, d ( 3)

其中: c1、c2 是加速系数 , 分别调节个体极值点 ( pbest) 和全局

极值点( gbest) 对粒子速度的影响 , rand1 、rand2 是[ 0, 1] 间的随

机数, 即粒子依据个体记忆和社会经验确定自己的运动速度 ,

这使算法具有了群体智能。

M. Clerc[ 5]
认为收缩因子 ( constriction factor) 有助于确保

PSO 算法收敛。这种方法的速度更新公式为

 vk +1
s, d = χ( vk

s, d + c1randk
1 ( pbestk

s, d - xk
s, d) + c2randk

2 ( gbestk
d - xk

s, d) ) ( 4)

其中, 收缩因子为

χ= 2 /|2 - - 2 - 4 |; = c1 + c2 , > 4 ( 5)

Carlisle 等人 [ 6] 优选了一组较为合理的参数 , c1 = 2. 8, c2 =

1.3 [ 6] 。

此外还有很多有针对性的改进型 [ 7] , 使 PSO 在解决复杂

的优化问题和工程应用上显示出很大的优势 , 能与遗传算法等

其他优越的优化算法相匹敌 , 而且因其结构简单、参数少、全局

收敛快的特点备受关注 , 是一种很有前途的优化算法。然而 ,

利用 PSO 进行多峰寻优的尝试较少 , 特别是在具体工程应用

中, 需要研究能有效利用峰值先验知识的针对性算法。

2. 2  面向应用的多峰寻优 PSO 算法

2. 2. 1 由峰值分辨半径和峰值个数控制的局部最优解列表

标准 PSO中的 gbest是单一的 , 它使整个种群中所有粒子

均有向全局最优解靠拢的趋势 , 为得到局部极值, 本文将其改

为由多个较优的局部最优解组成的局部最优解列表 ( lbest 列

表) 。笔者希望算法结束时在列表中得到与要求的多个峰对

应的局部最优解 , 并且这些解依其峰值降序排列。为保证一个

峰值在列表中仅对应惟一的 lbest, 规定任意两个 lbest 间的距

离满足

|lbesti - lbestj |>Δpeak ; i≠ j ( 6 )

列表长度设置为 Npeak, 这样, 局部最优解列表是受应用参

数直接控制的。列表对所有粒子公开 , 各粒子在每一代演化时

从表中选择位置最近的 lbest 代替式 ( 4) 中的 gbest。这样, 表

中多个峰值将整个种群划分为多个分组 , 并对组内粒子产生吸

引力 , 而组内的粒子以其 pbest竞争该峰值对应的 lbest。这里

应该指出的是 , 粒子的归组是根据粒子的 pbest 和目标函数的

具体情况动态变化的 , 这种变化可能会导致组的分裂与合并 ,

即多个 lbest在列表中是动态竞争的。算法演化过程中较优的

lbest将被插入列表或向前移位; 较差的 lbest可能被近距的其

它 lbest合并 , 或向后移位甚至被淘汰出列表。

2. 2. 2 由峰位置精度控制的收敛精度

考虑到实际问题中对解的精度要求总是有限的 , 如果一个

峰附近的粒子聚集程度( 离散度) 可以满足参数 Apeak, 则该峰

没有必要再搜索下去 , 应将该峰内的所有粒子重新初始化以保

持粒子群的整体活性 , 而将其对应的 Lbest 保留在表中 ( 标记

为停止峰) 参与后续的表项竞争。算法设计中 , 对列表的每个

位子记一个平均半径 mi , 表示第 i 个峰 ( lbesti ) 与其内部所有

粒子个体极值点的平均距离, 设 Ci 表示第 i 个峰内的粒子数 ,

则平均半径第 k代的值定义为

mk
i = ( ∑

Ci

c =1
|pbestk

c - lbestk
i |) /C i ( 7 )

关于搜索的停止准则 , 目前普遍使用的是迭代次数限制或

根据输出峰值稳定性判定 , 但根据式( 4) , 即使粒子不在峰值

附近也最终将失去活性 , 输出峰值稳定性准则在这里是不合适

的。考虑到多个粒子在非峰值处高密度聚集的可能性极小 , 笔

者认为当某个 lbest周围聚集的 pbest个数超过某个指定的数

值 Cpeak且平均半径达到 Apeak时, 该峰的寻优完成。即搜索达到

精度的条件是

mk
i ≤Apeak ; Ci≥Cpeak ( 8 )

这里 Cpeak可取经验值 , 如 Cpeak = 10。

2. 2. 3 算法流程

a) 粒子群初始化。根据应用问题设置粒子总数 Nparticle , 各

粒子在 Ω中随机选择初始位置 X1
s , 并赋予随机的初始速度 V1

s ,

记个体最优解 pbest1s = X1
s ( s = 1, ⋯, Nparticle) 。

b) lbest列表初始化。创建一个长度为 Npeak的空表, 记表

中每一项的初始适应度为 - ∞。

c) 第 k代中第 s个粒子按下述规则运动 :

( a) 计算该粒子的 pbestk
s 与表中每个 lbest 的距离 Li = |

pbestk
s - lbesti |, 依 Li≤Δpeak判断同峰( i = 1, 2, ⋯, Npeak ) 。若有

同峰的 lbest则进一步判断其是否被标记为停止峰 , 是停止峰

则该粒子重新初始化 , s = s + 1 转( c) 计算第 s + 1 个粒子, 不是

停止峰则转( b) ; 若 pbestk
s 在表中无同峰的 lbest则此粒子有可

能新建一个峰值 , 将 pbestk
s 按其适应度顺序插入列表, 插入成

功则 s = s + 1 重新进入( c) 计算第 s + 1 个粒子 , 插入不成功转

( d) 。

( b) 记列表中与 pbestk
s 距离最近的局部最优解为 lbestnear,

从 pbestk
s 与 lbestnear中选择较优的保留在列表中 , 若 pbestk

s 未能

进入列表则转 d) 。

( c) 检查发生过替换的 lbest与列表中其他 lbest是否有同

峰现象 , 若没有则转 ( d) ; 若存在同峰的 lbest, 则保留最优者 ,
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其他较差的同峰表项清空 , 被清空的位子由后面表项前移一位

补上; 发生变动的 lbest可能会优于表中居于前面的峰值 , 为保

证降序排列 , 根据其适应度向前调整次序。

( d) 寻找与 pbestk
s 最近的代表活动峰的 lbestnear, 以lbestnear

为该粒子的 gbest, 按照式( 4) 更新速度。其中 , 收缩因子按式

( 5) 计算 , 按式( 3) 更新位置。

( e) 算法终止条件。当 lbest列表中每一个解的精度均满足

式( 8) , 即所有找到的较优峰均被标记为停止峰时算法终止。

3 优化实例对比分析

本文选择三种典型的多峰优化算法与本文算法进行对比

测试, 这三种算法分别代表本文引言中提到的三类方法。算法

1, 结合 Monte Carlo 初值设定的单纯形优化算法( simplex algo-

rithm, SM) [ 8] , 在本文中简称 MC-SM。其中 , SM 由 MATLAB 中

的 fminsearch 函数实现 ; 算法 2, 利用动态生成子种群的小生境

PSO, 即 NichePSO, 按文献[ 9] 实现 ; 算法 3, 引入序列生境技术

的 PSO 算法 , 在本文中称为 SNT-PSO, 仿照文献 [ 3] 中的方法

实现。测试环境为 Pentium4 CPU 2. 8 GHz, 512 MB RAM, 编程

环境为 MATLAB R2007a。

测试函数 1: Rastrigin

min f1 ( x1 , x2 ) = ∑
2

i =1
[ x2

i - 10cos( 2πxi ) + 10] ;

subject to - 5≤ x1 , x2≤5 ( 9)

测试函数 2: Shubert

max f2 ( x1 , x2 ) = { ∑
5

i =1
i cos[ ( i +1 ) ×x1 + i] } ×

{ ∑
5

i = 1
i cos[ ( i + 1) ×x2 + i] } ;

subject to - 5≤x1 ≤10, - 4≤x2≤8 ( 10)

这两个基准测试函数在本文选定的解空间 ( 见式 ( 9)

( 10) ) 内均具有大量的局部极值点。其中: f1 只有 1 个全局最

小值, 测试时要求算法搜索到较优的 9 个最小点 ( 如图 1 中小

方框所示) , 其取值见表 1; f2 有 4 个全局极大值 , 测试时要求

算法搜索到较优的 8 个极大点( 如图 2 中小方框所示) , 其取

值见表 2。为在相同条件下进行对比 , 各算法中相似的参数设

置一致。NichePSO 和 SNT-PSO中的生境半径( niche radius) 与

本文算法中的峰分辨半径相同, 对 f1 取 Δpeak = [ 0. 5 0. 5] , 对

f2 取 Δpeak = [ 0. 3 0. 3] 。三种 PSO 算法中对每个局部极值设

置相同的粒子数 , 如 NichePSO 的子群规模为 30, SNT-PSO 每

次全局寻优使用 30 个粒子 , 本文算法对 Npeak个局部极值并行

搜索所用的总粒子数为 30 ×Npeak个。各算法中的个性参数分

别对两个测试函数调节到最佳值。所有算法的停止条件为输

出 Npeak个局部最优解, 且满足

|Xi - X*
i |≤Apeak ; i = 1, ⋯ , Npeak ( 11)

即输出的每个近似解与精确解 ( 见表 1 和 2) 相比均达到

一定的求解精度 , 这里令解的精度 Apeak = [ 0. 01 0. 01] 。若

允许充足的运算时间和估值次数 , 四种算法在理论上均可以达

到式( 11) 的要求。

由于考察的四种算法迭代方式差异较大 , 且迭代次数与算

法中解的规模相关 , 不宜依迭代次数对比收敛性能。考虑到在

很多实际应用中对目标函数估值需占用较多的运算资源 , 更合

理的做法是将各算法输出解的精度随估值次数变化的曲线作

为算法收敛性能的对比依据。其中 , 输出解的精度定义为与真

实解的平均误差 , 按下式计算

AES = ( ∑
Npeak

i =1
∑
Dms

d =1
|xid - x*

id |) /( Npeak ×Dms) ( 12 )

每种算法各运行 50 次取平均 , 它们对两测试函数的收敛

曲线分别见图 3 和 4, 算法结束时所用的平均估值次数和平均

时间见表 3 和 4。因为 MC-SM中的多边形和 NichePSO 中的子

群均具有均匀分布的初始解, 且在演化时各搜索单元仅寻找最

近的局部极值 , 目标函数的各个峰值被找到的机会是均等的。

由于 Rastrigin 函数的峰是光滑的, 单纯形对单峰的收敛性能优

于局部 PSO 算法, MC-SM 的收敛曲线优于 NichePSO。Rastri-

gin 函数的最优峰在 ( 0, 0) 处, 而大量次优峰有向最优峰集中

的趋势( 图 1) 。SNT-PSO 和本文算法都是利用所有粒子对全

局较优的峰值进行搜索, 与 MC-SM 和 NichePSO 相比能够利用

目标函数峰值集中的特性较快地收敛。在本文提出的算法中

各粒子向最近的较优峰飞行 , 与 SNT-PSO 中各粒子向剩余最

优峰飞行的机制相比可节省一部分试探步数 , 故其收敛性能略

优于 SNT-PSO。表 3 中所示本文算法收敛耗时比 MC-SM 和

SNT-PSO 稍多, 但它所需的估值次数是最少的, 当目标函数估值

运算较复杂时有理由相信本文算法具有相对较快的收敛速度。

表 3 四种算法对测试函数 1 的寻优代价

算法 MC- SM NichePSO SNT-PSO 本文算法

平均估值次数 18 357 . 20 24 403 . 28 8 911. 08 6 555. 60

平均时间 / s 1 . 885 3 4 . 991 4 2 . 009 3 2 . 632 2

表 4 四种算法对测试函数 2 的寻优代价

算法 MC- SM NichePSO SNT-PSO 本文算法

平均估值次数 37 221 . 72 25 491 . 14 17 725 . 40 7 719. 74

平均时间 / s 4 . 011 5 4 . 643 4 3 . 633 5 2 . 890 4

  Shubert 函数的特点是所要寻找的峰位置比较分散 , 各全

局极值相距较远 , 且每个最高峰被一些次高峰所围。由于局部
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极值过多 , MC-SM和 NichePSO 需要大量的局部搜索才能收敛

到较大的 8 个峰 , 收敛速度明显较慢 ; 而 SNT-PSO 和本文算法

都具有很强的全局寻优能力 , 能以较快速度收敛到分散的极值

上( 图 4) 。SNT-PSO 中粒子在分别向各极值聚集的过程中 , 那

些与目的极值距离较大的粒子需要较长时间达到稳定 , 引入了

多余的运算量 , 而本文算法中各粒子仅向距离最近的较大峰值

飞行, 所有粒子同时对多个较大峰进行搜索 , 能以最快的速度

到达目的极值附近。图 4 和表 4 的结果表明, 在对较优峰分

散的多峰目标函数优化时 , 本文算法对多峰的收敛性能明显

优于其他三种算法。值得注意的是 , 很多应用问题中目标函

数的多个较优峰呈无规则分布 , 且在主峰周围有副峰 ( 或旁

瓣) 存在 , 与 Shubert函数接近 , 故本组测试结果具有一定的

现实意义。

总体而言 , MC-SM 和 NichePSO 算法在演化过程中, 因其

运算量分散在整个解空间 , 难以利用求解问题的先验知识加快

向目的峰值的收敛 , 适合用于峰值个数较少并需要找到所有局

部最优解的场合 , 而在对超多峰函数进行较优峰搜索时, 表现

的收敛性能明显比本文算法差。SNT-PSO 虽然在收敛性能上

与本文算法接近 , 但其固有的串行运算结构限制了寻优效率。

本文提出的算法自始至终受应用参数的引导 , 能最有效地利用

峰值个数、峰间分辨率和峰位置精度先验参数 , 使粒子运动直

接面向目的峰值 , 从而获得最高的多峰寻优效率。此外, 从图

3 和 4 中的收敛曲线可以看出 , 本文算法在演化的初期收敛速

度非常快 , 即用很少的试探次数就能识别出要求的多个峰。如

果根据目标函数的具体情况在演化后期结合具有强局部收敛

性的算法。可进一步形成各种实用的高性能多峰寻优算法 , 本

文提出的算法思想具有较大的开发潜力。

4 结束语

本文提出的改进型粒子群算法是一种基于实际系统参数

面向应用的多峰优化算法 , 与已有的三种代表性多峰寻优算法

相比具有以下优势 : a) 能以较小的运算代价快速地对目标函

数的多个较优峰搜索极值 ; b) 能直接利用由实际系统性能和

应用需求所确定的先验参数, 引导优化过程 ; c) 算法中的 lbest

列表竞争、停止峰标记和粒子重新初始化的机制有效地将运算

量调整到新峰值的发现上 , 使算法首先以很快的速度收敛到多

个峰 , 然后利用冗余的时间对 lbest 列表进行可能的修正 , 平衡

了高效与可靠的实用需求 ; d) 该算法在演化早期对多峰的收

敛速度非常快 , 为后期收敛的改进提供了较大余地 , 可衍生出

多种实用多峰寻优算法。
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