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摘 要: 较为详细地回顾了流形学习中非线性维数约简方法 , 分析了它们各自的优势和不足。与传统的线性维

数约简方法相比较 , 可以发现非线性高维数据的本质维数, 有利于进行维数约简和数据分析。最后展望了流形

学习中非线性维数方法的未来研究方向 , 期望进一步拓展流形学习的应用领域。
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Overview of nonlinear dimensionality reduction methods in manifold learning
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Abstract: A detailed retrospection was made on nonlinear dimensionality reduction methods in manifold learning, whose ad-
vantages and defects were pointed out respectively. Compared with traditional linear method, nonlinear dimensionality reduc-
tion methods in manifold learning could discover the intrinsic dimensions of nonlinear high-dimensional data effectively, help
researcher to reduce dimensionality and analyzer data better. Finally, the prospect of nonlinear dimensionality reduction me-
thods in manifold learning was discussed, so as to extend the application area of manifold learning.
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  维数约简方法的基本原理是将样本从输入空间通过线性

或非线性映射到一个低维空间, 从而获得一个关于原数据集紧

致的低维表示。传统的线性维数约简方法具有简单、易解释和

可延展等优点 , 使其在高维数据处理中成为一个主要研究方

向。已有的线性维数约简方法主要包括主成分分析 ( principal

component analysis, PCA) [ 1] 、独立成分分析( independent compo-

nent analysis, ICA) [ 2] 、Fisher 判别分析( Fisher discriminant ana-

lysis, FDA) [ 3]
、主曲线 ( principal curves) [ 4]

、投影寻踪 ( projec-

tion pursuit, PP) [ 5] 、局部 线性投 影 ( local linear projection,

LLP) [ 6]
以及基于神经网络的自组织映射( self-organizing map,

SOM) [ 7] 等。这些方法实际是在不同优化准则之下 , 寻求最佳

线性模型的方法 , 这也是线性维数约简方法的共性。然而, 随

着信息时代的到来 , 不可避免地出现大量的高维非线性数据。

传统的线性维数约简方法难以直接用于分析来源于真实世界

的高维和非线性数据。其主要原因有膨胀的维数导致计算量

迅速上升 ; 高维导致样本数相对较少 , 使得某些统计上的渐近

性质受到破坏 ; 传统方法在处理高维数据时不满足稳健性要求

等。因此 , 研究高维非线性数据面临诸多困难
[ 8]

。这主要是

高维带来了数据的稀疏和维数灾难 , 而非线性使得现有的快速

成熟的线性模型不再适用。目前主要存在两类非线性维数约

简方法 , 即基于核的方法和基于流形的方法。前者利用 Mercer

核及其对应的再生核希尔伯特空间( reproduction kernel Hilbert

space, RKHS) , 不用创建复杂的假设空间 , 通过定义 Mercer 核

隐式地定义特征空间。因此大部分线性维数约简方法都有其

对应的基于核的非线性维数约简方法 , 如 KPCA[ 9]
、KICA[ 10]

、

KFDA[ 11]
、KSOM [ 12]

、核特征映射
[ 13]

等。然而 , 基于核的方法

其难点在于如何选择一个合适的核函数。一个好的核函数可

以使数据在特征空间上线性可分或者近似线性可分 , 但并不是

每个核函数对于每一种数据集都适用。核函数的选择反映了

人们对问题的先验 , 在实际的应用中往往是凭经验选择某种核

函数 , 如径向基函数( radial basis function, RBF) 。同时 , 在使用

核函数时不必知道具体的特征空间 , 使得核函数方法缺乏物理

直观 , 这也是核函数方法的一个缺点。后者就是近年发展起来

的基于流形学习的非线性维数约简方法 , 主要包括多维尺度方

法 [ 14] 、等距映射方法 [ 15] 、局部线性嵌入方法 [ 16] 、拉普拉斯特

征映射法
[ 17]

、局部切空间排列方法
[ 18]

等。

流形学习中非线性维数约简方法与线性维数约简方法相

比的一个显著特点是分析中的局部性。对数据集的内蕴结构

而言有如下特性 : 由泰勒定理 , 任何可微函数在一点的充分小

的邻域内满足线性条件, 形象地说 , 认为曲面流形由大小不一

的局部线性块拼接而成 ; 数据流形经常是由许多可分割的子流

形所组成 ; 数据流形的本征维数沿着流形不断地发生变化 , 只

有局部性才能抓住其根本特性。

1  流形定义和流形学习

流形是现代数学的概念, 可以将流形简单地理解为由

) = 0, x∈Rd 确定的 RN << 空间中的 d 维曲面。下面

是流形的严格数学定义 :
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定义 1 设 M是一个 Hausdorff 拓扑空间 , 若对每一点 p∈

M, 都有 p的一个开邻域 U和 Rd
中的一个开子集同胚 , 则称 M

是 d维拓扑流形 , 简称 d Rd
与 U同胚 ,

则 ) 称做流形 M 的坐标卡 , 在 Rd
中的坐标称为点 p

在 M上的坐标。

有了对流形的定义 , 就可以概括流形学习中维数约简过

程: 假设数据是均匀采样于一个高维欧式空间中的低维流形 ,

流形学习就是从高维采样数据中恢复低维流形结构 , 即找到高

维空间中的低维流形 , 并求出相应的嵌入映射 , 以实现维数约

简或者数据可视化。流形学习是从观测到的现象中寻找事物

的本质 , 找到产生数据的内在规律。

维数约简数学定义如下 :

定义 2 给定 n个数据点 : x = i |i = 1, ⋯, n, xi∈RD} , 给

出映射 f: RD
→ Rd, d << D; 或者给出弱一些的结果 Y = i |i =

1, ⋯, n, y i∈RD << D。

自 从 Tenenbaum、Roweis、Saul 和 Balasubramanian 等

人 [ 15, 16, 19] 相继发表关于流形学习的初步研究成果后 , 利用流

形特性进行维数约简的研究就成为热门的研究话题。早在

1996 年, Nayar 等人就提出了高维图像具有低的内在维数的现

象 [ 20] 。Seung 等人从神经生理学的角度提出了感知以流形的

形式存在 [ 21] , 从而从认知学的角度支持了图像空间是高维空

间中的流形这一观点。Donoho 等人还拓展了 LLE 方法, 提出

Hessian LLE方法 [ 22] , 能够发现流形上局部的潜在等距映射参

数。张长水等人在 LLE 的基础上提出一种从低维嵌入空间向

高维空间映射的方法 [ 23] , 并在多姿态人脸图像的重构实验中

得到有效的验证 , 进一步完善了非线性维数约简方法。Wein-

berger 等人在 LLE 方法的基础上 , 结合流形的微分几何特征 ,

发展出基于半定规划的流形方法
[ 24～26] , 适用于不同类型的流

形。Belkin等人提出了 Laplacian eigenmaps[ 17] , 并成功地将其

应用于半监督的 Riemannian 流形学习
[ 27]

、流形规则化
[ 28]

和部

分标记分类
[ 29]

等方面。Zhu 等人将半监督思想与 Gaussian

random field 结合 [ 30] , 显示了半监督流形学习的巨大发展前

景。Roweis 等人意识到以 isomap、LEE、Laplacian eigenmaps 为

代表的维数约简方法只是对训练集中的样本给出嵌套空间中

的位置 , 缺少从高维空间到低维空间的映射 , 并且依赖于点集

之间的关系 , 对噪声非常敏感 , 特征值分解又加剧了这种不稳

定性。因此 , 提出了在局部空间学习一个线性映射, 并使用

EM算法解决优化问题 [ 31] 。Brand[ 32] 继续发展了这一思想 , 对

流形上的邻域用 Gaussian 分布建模 , 并给出了闭合解的形式 ,

避免了效率低下的爬山方法。这一领域的巨大发展不仅引起

了计算机科学研究人员的注意, 同时也引起了数学家和物理学

家的兴趣。普林斯顿大学的 Chigirev 等人将数据的维数约简

看做为数据压缩的过程 , 应用率失真定理将信息理论引入流形

学习框架 , 提出了对流形的最优描述 , 不仅完成了维数约简过

程, 同时揭示了流形的内部结构
[ 33]

。由于已有的流形学习方

法对噪声和参数都比较敏感, 詹德川等人
[ 34]

针对 isomap 方

法, 通过引入集成学习技术扩大了可以产生有效可视化结果的

输入参数范围 , 并且降低了对噪声的敏感性。另外, 赵连伟等

人
[ 35]

完善了 isomap 的理论基础 , 给出了连续流形与其低维参

数空间等距映射的存在性证明 , 并区分了嵌入空间维数、高维

数据的固有维数与流形维数这些容易混淆的概念 ; 证明如果高

维数据空间存在环状流形 , 流形维数要小于嵌入空间维数 ; 同

时, 还给出了一种有效的环状流形发现方法 , 以得到正确的低

维参数空间。何力等人
[ 36]

提出了一种从方法因子和延伸方向

两方面显示出观测空间的高维数据与维数约简后的低维数据

之间的联系方法, 并且比较了 isomap 和 LLE 方法的性能。

Zhang 等人提出了一种局部切空间排列方法
[ 18] , 通过逼近每一

样本点的切空间来构建低维流形的局部几何 , 然后利用局部切

空间排列求出整体低维嵌入坐标。由于用于特征值分解的矩

阵阶数等于样本数 , 样本集较大时将无法处理 ; 此外, 该方法不

能有效处理新来的样本点。一种基于划分的局部切空间排列

方法 [ 37] 被提出以改善这些缺点。它建立在向量量化主成分分

析算法和 LTSA 方法的基础上 , 解决了向量量化主成分分析算

法不能求出整体低维坐标和 LTSA 中大规模矩阵的特征值分

解问题 , 且实验证明能够有效处理新来的样本点。

2  流形学习中非线性维数约简方法

在流形学习中, 许多非线性维数约简方法属于谱方法

( spectral method) 。谱方法主要利用流形的二阶特征来描述流

形的内在结构 , 主要包括 MDS、isomap、LLE、Hessian LLE、

Laplacian eigenmaps、LSTA 等。谱方法将流形结构信息存放在

一个邻接矩阵中 , 并通过对矩阵的谱分解得到高维数据的低维

嵌入。谱方法的缺点在于通过已知数据集推广到未知数据

( out-of-sample) 非常困难。另外 , 这一类方法大多需要手动选

择邻域大小和内在维数 , 这两个参数往往关系到流形结构是否

能被真实恢复。

2. 1 MDS

MDS[ 14] 是一种传统的寻求保持数据点之间差异性 ( 或相

似性) 的维数约简方法 , 它使得在原数据集中点经过变换后,

仍旧保留数据点之间的距离。通过适当定义准则函数来体现

在低维空间中对高维距离的重建误差 , 对准则函数用梯度下降

法求解 , 对于某些特殊的距离可以推导出解析解法。

经典 MDS方法的主要步骤如下:

a) 计算 S∈Mnn, 若 D = ( dij = ij) , 则 sij = d2
ij。

b) 取矩阵 H = ij) ∈Mnn满足 hij = δij - 1/n。其中: δij是

Kronecker符号。

c) = - HSH /2∈Mnn。这步计算称为双中心化

( double centering) 。

d) 作奇异值分解 ( singular value decomposition,

SVD) 。因为矩阵 τ( D) 对称 , = U
T
ΛU。其中 : U 是

一个正交矩阵 ; Λ是一个奇异值为从大到小排列的对角阵 , 且

对角线元素非负。

e) 计算 Z∈Mdn, 取 U 的前 d 行和前 n 列组成的 U d, Λ的

前 n 行前 n列组成的 Λd∈Mdd, 并对 Λd 开算术平方( 对角线元

素依次取算术平方根) 得 Λ1/2
d , 而 Z = UdΛ

1 /2
d 。

2. 2 Is omap

Isomap[ 15]
方法是一个利用非线性的局部变量度量信息学

习数据集的全局几何结构的方法 , 其突出的特点是用测地距离

来度量高维空间中样本点之间的距离。 Isomap 的主要思想是

首先计算流形上的测地线距离; 然后利用 MDS 方法, 发现嵌入

在高维空间的低维空间的低维坐标。这样 isomap 就通过数据
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间的测地线距离 , 保留了数据固有的几何分布结构。

Isomap方法的假设前提如下 : 高维数据所在的低维流形与

欧氏空间的一个子集是整体等距的 ; 与数据所在的流形等距的

欧氏空间的子集是一个凸集。

Isomap的主要步骤如下 :

a) 构造局部邻域 , 对数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xn∈Rn } 中的

每一个数据点 xi 的近邻点 xj 邻域 = 1, ⋯, N; j = 1, ⋯,

k) , 得到邻接矩阵 G。

b) 计算近邻图中任意两个样本之间的测地距离。计算该

图上两点之间的最短路径 dG ( i, j) , 作为样本点之间的测地距

离的近似 ( 这里 i 和 j 表示两个样本 , 下标 G 是 Graph 缩写 ) 。

图上任意两点最短路径可利用经典的 Floyd 迭代算法。

c) 用 MDS 方法获得低维投影。图距离矩阵定义为 D G =

{ dG ( , 用 MDS 方法构造一个保持本质几何结构的 d 维欧

氏空间。令 S = ( Sij) = ( D2
ij) , H = ( Hij) = ( δij - 1/N) , τ( D) =

- HSH /2, 低维嵌入是 τ( D) 的第 2 ～d + 1 小的特征值所对应

的特征向量。

Isomap给出了确定维数约简的准则。衡量维数约简误差

的残差 : ed = 1 - R2 ( D G, D Y) 。其中: DY 是 d 维空间的欧氏距离

矩阵; R2 表示线性相关系数。一般地 , 维数约简 d 越高, 残差

越小。在下面两种情况下 isomap 可以确定维数约简 d: 当残差

曲线出现拐点 ; 残差已经小到一定的阈值。

Balasubramanian等人 [ 19] 指出 , 对于有噪声数据 , isomap 方

法用于可视化时不稳定、取较大的邻域会产生短路现象。如果

为了追求整体结构不发生变化, 而选取较小的邻域就会大量出

现空洞或使最短路径算法重构的图不连通。因此 , 采用以下两

个约束来选取合适的邻域 : 第一个约束是最大连通分支中的样

本数占样本总数的比例尽可能大 , 这一约束会使绝大部分样本

出现在同一个连通区域中 , 从而可以抑制不连通区域的出现 ;

第二个约束使残差尽可能小 , 直观上来说 , 当出现短路现象时 ,

残差会比较大 , 因此这一约束会抑制短路现象的出现。然而 ,

残差描述的是进行 MDS 过程中信息的不一致 , 虽然噪声会干

扰 MDS 过程, 但是噪声更大程度上影响了近邻的选取 , 进而会

影响到距离重构过程。残差描述的其实只是 MDS 而不是整个

isomap 学习过程中信息的不一致 , 所以使用此约束未必能奏

效。

2. 3  LLE

LLE[ 16] 是一种依赖于局部线性的非线性维数约简方法。

它的提出极大地拓展了关于维数约简的认识 , 人们开始关注数

据集所包含的内蕴特征 , 通过内蕴特征的探讨来进一步研究维

数约简问题。根据泰勒定理 , 可微函数具有良好的局部线性 ,

即每点的微小邻域总可以用线性模型来较好地近似。同样 , 对

于任意光滑流形 , 其微小局部一定程度上也具有线性的特征 ,

只要可以清晰地描述这一局部特征 , 就抓住了数据流形的根本

所在。因此 , LLE 方法就是基于流形的局部线性特性的非线性

维数约简方法。LLE 方法的主要步骤如下 :

a) 构造局部邻域 , 对数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xn∈Rn } 中的

每一个数据点 xi 的近邻点 xj ( k邻域) ( i = 1, ⋯, N; j = 1, ⋯,

k) , 构成邻域 Xi = { xi1 , xi2 , ⋯, xik} 。

b) 对每个点 xi 及其构成的邻域, 计算重建系数 Wij, 使得

‖xi - ∑
j

WijXij‖最小 , 并且∑
j

Wij = 1。

c) 计算 Y = { y1 , y2 , ⋯, yn∈Rd} 使得代价函数 �( Y) = ∑
i

‖xi - ∑
j

WijYj‖
2 = trace( YT ( I - W) T ( I - W) Y) 最小。这一优

化问题可以通过对 M = ( I - W) T ( I - W) 的特征值分解得到。

令 M的最小 d + 1 个特征值及对应的特征向量为〈λi, vi〉, i =

1, ⋯, d, 第 i 个样本嵌入的第 j个分量即为 λi vji。vji为 vj 的第

i 个分量。

LLE 方法可以学习任意维的局部线性的低维流形。与

isomap 方法一样只有两个待定系数 k 和 d。同时由重构代价

函数最小化得到的最优权值遵循对称特性 , 每个点的近邻权值

在平移、旋转、伸缩变化下保持不变。LLE 方法有解析的全局

最优解 , 不需要迭代 , 低维嵌入的计算归结为稀疏矩阵特征值

的计算 , 这样计算复杂度相对较小。然而 , LLE 方法要求所学

习的流形只能是不闭合的且在局部是线性的 , 还要求样本在流

形上是稠密采样的。另外 , 该方法的参数选择不确定 , 对样本

中的噪声很敏感。

2. 4 Laplacian e ige nmaps

拉普拉斯特征映射法
[ 17]

的基本思想是, 在高维空间中离

得很近的点投影到低维空间中的像也应该离得很近 , 最终求解

归结到图拉普拉斯算子的广义特征值问题。

拉普拉斯算子( Laplacian operator) 定义如下:

定义 3 设 M是光滑的黎曼流形 , f 是 M 上的光滑函数 ,

f 是 f 的梯度, 则称线性映射 Δ: C∞ ( M) → C∞ ( M) , Δf =

- div( f) 为 M上的拉普拉斯算子。其中 div 是散度算子。

图上的拉普拉斯算子定义如下 :

定义 4 设 G是一个图 , v 是它的顶点 , dv 是 v 的自由度 ,

w( u, v) 是连接顶点 u, v 的边的权值 , 则有

I( u, v) =

dv - w( u, v)  u = v

- w( u, v) u, v is connected

0 others

令 L= - ( 1/2) lT - 1 /2
。其中 : T 是对角矩阵, 对角线的元素为

∑
u

u ～v

- w( u, v) , 则称 L为图 G上的拉普拉斯算子。

拉普拉斯特征映射法的主要步骤如下 :

a) 构造局部邻域 , 对数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xn∈Rn } 中的

每一个数据点 xi 的近邻点 xj ( k邻域 = 1, ⋯, N; j = 1, ⋯,

k) , 得到邻接矩阵 G。

b) 建立加权邻接矩阵 W, 使用热核有 wij = exp( - d2
ij /σ

2 ) 。

如果 Gij = 1, 否则 wij = 0; 使用 0 /1 核有 wij = 1, 如果 Gij = 1, 否

则 wij = 0。

c) 计算图拉普拉斯算子 L = D - W 的广义特征向量。其

中: D 为对角矩阵 , 且 Dij = ∑
j

wji, 得到 d + 1 个最小特征值对应

的特征向量 v0 , v1 , ⋯, vd , 使用特征向量 v1 , v2 , ⋯, vd 作为嵌

入空间的坐标。

拉普拉斯特征映射法是局部的非线性方法 , 其突出特点与

谱图理论有着很紧密的联系。从方法描述中可以看出 , 拉普拉

斯特征映射与 LLE 方法类似 : 待定参数相同 ; 求解的是稀疏矩

阵的广义特征值问题。它能使输入空间中离得很近的点在低

维空间也离得很近 , 故可用于分类和聚类。

Belkin 等人
[ 28]

还基于 Laplacian-Beltrami 算子的意义, 对
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Laplacian eigenmaps 作了半监督情况下的推广。其主要思想

是, 用样本点( 有标记的和无标记的) 来估计流形的结构或者

先验概率 p( x) , 用于标记的样本点进一步估计类条件概率密

度 p( x|y = j) 。L算子的可数特征函数 v1 , v2 , ⋯, v∞构成 M 上

的二次可微函数的基函数, 并且它们是完备的 , 则分类函数 f: x

|→{ - 1, + 1} 可以展开为以特征函数 v1 , v2 , ⋯, v∞ 为基的 Fou-

rier级数( 为方便起见, 这里只考虑两类情况) 。在离散情况

下, 特征函数变为特征向量。利用 L - W 的特征向量 v1 , v2 ,

⋯, vd 对已有标签的样本 xi ( i = 1, 2, ⋯, s) 拟合分类器f( xi) =

∑
d

j =1
ajvij。这样对未标记的样本 xi( i = s + 1, s + 2, ⋯, n) , 有如下

分类器 : f( xi ) =

1  ∑
d

j= 1
ajvij≥0

- 1  ∑
d

j= 1
ajvij < 0

。

2. 5  局部切空间排列法

LTSA[ 18]
是一种基于切空间的流形学习方法。它通过逼

近每一样本点的切空间来构建低维流形的局部几何 ; 然后利用

局部切空间排列求出整体低维嵌入坐标。LTSA 方法的主要思

想是找出每个数据点的邻近点 , 用邻域中低维( 如 d 维) 切空

间的坐标近似表示局部的非线性几何特征 ; 再通过变换矩阵将

各数据点邻域切空间的局部坐标映射到一个统一的全局坐标

上, 从而实现数据维数约简 , 即从 n 维数据中得到一个全局的

d维坐标。LTSA 方法的主要步骤如下 :

a) 构造局部邻域 , 对数据集 X = { x1 , x2 , ⋯, xn∈Rn } 中的

每一个数据点 xi 的近邻点 xj ( k邻域) ( i = 1, ⋯ = 1, ⋯,

k) , 构成邻域 Xi = { xi1 , xi2 , ⋯, xik} 。

b) 局部线性拟合 , 在每个数据点 xi 的邻域内选择一组正

交基 Qi 构成 xi 的 d维切空间 , 计算邻域中的每个点 xij( j = 1,

2, ⋯, k) 到切空间上的正交投影 θ( i)
j = QT

i ( xij - xi) 。其中 : xi 为

邻域内的均值 ; Qi 通常取 Xi 的前 d个最大的左奇异向量。

c) 将局部坐标转换为局部坐标 , 对每个邻域的局部切空

间坐标 θi = [ θ
( i)
1 , θ( i)

2 , ⋯, θ( i)
k ] ( i = 1, ⋯, N) , 构造转换矩阵

Li = Tiθ
+

i ∈Rd×d
。通过 min∑

i
‖Ti ( I - ee

T /k) - L iθi‖
2

2 的求

解, 得到行向量为正交的低维全局坐标映射 T = [ τ1 , τ2 , ⋯,

τn] ∈Rd×n。其中 : θ+
i 是 θi 的广义 Moor-Penrose 逆; Ti = [ τi1

,

τi2
, ⋯, τin

] , 对应的下标集合{ i1 , i2 , ⋯, in} 由数据点 xi 的邻域

确定; e 为全 1 向量。

Min等人证明了局部切空间可以用局部样本协方差矩阵

的特征向量来表示
[ 38]

。因此可以把求取表示局部信息的样本

点在局部切空间中的投影坐标问题转换为局部主成分分析问

题。

3 常见应用

随着非线性维数约简方法理论研究的深入 , 其广泛应用于

医学、图像处理、语音信号处理、文本数据处理、手写体数据处

理、天文数据处理以及金融数据处理等领域。本文对非线性维

数约简方法的具体应用进行综述。

1) 医学方面  主要应用于基因序列表示 [ 39] 、蛋白质检

测
[ 40]

、疾病分类
[ 41]

、FMRI 数据处理
[ 42]

、微阵列数据处理
[ 43]

、

弥散张量成像 ( diffusion tensor image, DTI) 处理
[ 44]

、神经生理

学 [ 45] 等方面。

2) 图像方面  主要应用于人脸表示
[ 46 ]

、人脸识别
[ 47]

、人

脸分类 [ 48] 、纹理合成 [ 49] 、图像恢复 [ 50] 、运动图像检测 [ 51, 52] 、超

谱图像处理
[ 53]

、三维动画处理
[ 54]

、树木表面检测
[ 55]

以及图像

去噪
[ 56]

等方面。

3) 语音信号处理 [ 57]

4) 文本数据处理
[ 47, 58]

5) 手写体数据处理 [ 59, 60 ]

6) 天文数据处理 [ 61]

7) 金融数据处理
[ 62]

4  最新进展和发展方向

4. 1 非线性维数约简新方法

1) 局部判别嵌入方法

Isomap 方法与 LLE 方法仍有其限制之处, 其主要通过维

数约简对数据集的可视化进行处理 , 着重于训练数据集的表示

而不是分类 , 且有样本外问题 , 即当有新的样本数据时 , 需要重

新学习。Chen 等人
[ 63]

提出一种监督式的局部判别嵌入 ( local

discriminant embedding, LDE) 方法, 主要针对有标记的数据集 ,

以分类为目标的最优处理。LDE 的特点是构建两个数据样本

邻近关系图 , 分别用于记录样本间的类别关系以及与邻近几何

关系 , 并可将最优问题变成特征值求解问题。因此最佳维数约

简空间可用简单的特征值和特征向量的计算获得。此外 , LDE

没有样本外问题 , 可直接处理新的测试样本。

2) 局部规则嵌入

目前的非线性维数约简方法都是基于数据集中点与点之

间的局部关联。由于在维数约简过程中没有考虑非同性数据

集合所具有的自然的类结构 , 使得对非同性数据集效果不佳 ,

即在恢复数据流形的同时 , 不能很好地进行数据分类。谭璐等

人 [ 64] 引入拓扑邻域、拓扑结构以及规则的概念 , 构造了相应的

结构规则性度量 , 提出了一种局部规则嵌入方法 ( locally regu-

lar embedding, LRE) 。该方法由于较好地保留了数据集拓扑结

构, 使得维数约简后能较好地保留数据集的类特性 , 更好地揭

示了数据集的本征结构。

3) 局部不变投影

结合近年来提出的 LLE 方法和 Laplacian eigenmap, 谭璐

等人
[ 65]

提出了局部不变投影方法。该方法在高维数据的维数

约简处理中具有保持数据集几何结构和拓扑结构不变的性质 ,

而且继承了线性方法计算方便、快捷的优点。通过分析可以看

出, 非线性和线性维数约简方法 , 两者并不矛盾 , 而是相互关联

的, 它们之间存在结合的可能性 , 并且通过两者的综合可将非

线性方法的特性有效地移植到线性方法中。He 等人
[ 66]

也提

出了一种 Laplacian eigenmap 的线性化版本的局部不变投影

( local preserving projection, LPP) 方法。LPP可以看做一种子空

间方法与流形学习的结合。

4) 其他方法

Kouropteva等人 [ 60] 和 Ridder 等人 [ 67] 提出的监督局部线性

嵌入方法( supervised locally linear embedding, SLLE) 以及 Pang

等人 [ 68] 提出的邻域保留投影方法( neighborhood preserving pro-

jections, NPP) 等非线性维数约简方法。
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4. 2  稳健性研究

LLE 方法在求解模型过程中可能出现矩阵病态 , 导致求解

过程对于数据点噪声十分敏感, 使结果受噪声影响较大。针对

LLE 方法的不足 , 从分析噪声对数据集局部特性的影响入手 ,

提出了稳健局部线性嵌入方法 [ 69] , 不仅较好地解决了噪声对

数据集的影响 , 而且对邻域的选择也有较好的适应性 , 可更好

地挖掘数据的本征特性 , 具有更强的数据可视化能力。

现有的非线性维数约简方法很大部分是基于谱分解的。

由于谱分解固有的稳定性问题, 使得已有的方法对噪声和参数

都比较敏感 , 噪声的存在使得输入参数更加难以选择 , 参数较

小的变化会导致差异显著的学习结果。因此 , 提高非线性维数

约简方法的抗噪性成为亟待解决的问题。通过将非线性维数

约简方法与已有的成熟机器学习方法 ( 如核技术
[ 70] ) 相结合 ,

研究各种噪声模型对非线性维数约简方法的影响方式和影响

度。杨建宏等人 [ 56] 也认为, 带噪的时间序列在高维的相空间

中其本质特征隐含在一个低维的主流形中 , 利用 LTSA 方法提

取其主流形 , 再根据主流形对时间序列进行重构, 就可以达到

去除噪声的目的。与现有的非线性时间序列噪声去除方法不

同, 基于流形的方法更强调时间序列的整体结构。

4. 3  核技术应用

主流的流形学习方法都可以看做是在数据相关的核函数

下的 KPCA。其核函数从数据中学习获得, 而不是事先给定。

因此, 很多研究者希望将流形学习的方法统一到对核函数的研

究框架下来。Choi 等人
[ 70]

针对 isomap 提出了核 isomap 方法。

Yan 等人
[ 71]

提出了 graph embedding 框架 , 子空间与流形学习

都被统一到此框架下。Weinberger 等人 [ 72] 给出了 KPCA 和流

形方法之间的联系 , 即采用半定规划 , 可以获得一个具有最大

的迹( 如特征空间变量等) 的半正定核矩阵 Ψ。其中 : Ψ满足约

束条件|Ψ( xi ) - Ψ( xj) |2 = |xi - xj |2 ; xi, xj 为邻域。Ham等

人[ 73] 对核技术用于流形学习中的维数约简方法进行了综述。

4. 4  可视化度量研究

非线性维数约简方法作为一种可视化手段 , 自然需要某种

可视化效果的度量 , 如坐标相关性 [ 34] 。坐标相关性不仅关注

投影后样本间的距离信息 , 同时考虑了样本投影后的位置信

息。但它的作用对象一般集中在本真结构已知的数据集, 研究

开发更广泛意义上的度量可视化效果的方法也可以成为一个

努力的方向。

4. 5  约简效果度量研究

N维高维空间的样本数据 , 一般不可能弥漫于整个 RN
空

间, 否则就不会有什么信息。数据实际上处于一个高维空间的

低维流形上 , 即一个维数约简后的曲面上。该流形的维数即为

数据的本征维数( intrinsic dimensionality) , 而 N只是数据的表

象维数。因此 , 可以考虑形成一整套的非线性维数约简机制。

对给定的非线性高维数据集 , 首先有效判断其是否存在流形 ;

然后估计固有维数和潜在空间维数 , 确定约简后的维数提供有

效的参数 , 避免为了得到残差与维数的关系进行多次实验造成

不必要的开销以及综合判断时的主观误差。在流形学习的主

要处理完成后 , 制订指标衡量观测空间的高维数据与维数约简

后低维数据间的定量关系。这样有利于对数据规律的深入探

索, 可直观比较不同流形方法的维数约简效果。何力等人 [ 36]

提出的放大因子和延伸方向已被证明是两个有效的指标。

4. 6 交叉流形问题

Souvenir 等人
[ 51]

提出了流形学习应用范围扩展的新问题 ,

即多个交叉流形分类和参数化。当流形出现重叠现象时 , 先前

的非线性维数约简方法会失效。针对这一问题 , 提出了两种解

决方案 , 即节点加权的 MDS 和对低阶矩阵近似的快速方法 , 并

且通过一个混合拓扑结构和维数的交叉流形以及人体运动捕

捉数据的实例展示了该方法的应用。

4. 7 互逆问题

能否在得到同胚映射的前提下进行流形学习的互逆过

程
[ 75] , 在本真维数空间生成有效数据后 , 向高维空间投影合成

新的训练数据 , 或者利用同胚映射关系判断高维空间合成数据

的有效性和完备性 , 解决训练样本稀疏的问题。另外 , 对已经

获得本真维数的数据集 , 如何确定各个独立自由度的具体意

义, 便于对应用的实践指导 , 同样需要思考。

4. 8 其他问题

现有的非线性维数约简方法多数是无监督的 , 如何将其推

广到半监督 [ 27, 76] 以及有监督 [ 48] 的情况下 , 着眼提高方法的泛

化能力 , 也是一个有价值的研究课题。

现有非线性维数约简方法大多基于小的邻域学习 , 期望通

过在小邻域上的学习得到一个全局的坐标 , 这往往是不现实

的。如何将全局与局部数据学习结合起来 [ 77] 是一个非常有意

义的话题。此外 , 非线性维数约简方法在空时扩展 [ 78] 、快速算

法
[ 79]

、局部线性光滑性问题
[ 80]

等方面也值得关注。

5  结束语

尽管非线性维数约简方法及其应用在过去几年中已经取

得了丰硕的成果 , 但由于其数学理论基础较为复杂 , 以及多学

科间的交叉、融合 , 对高维数据中有意义的低维结构的研究依

然有很多值得进一步探讨的问题。本文比较系统地回顾了流

形学习中非线性维数约简方法的基本原理、算法流程、应用及

发展方向等问题 , 尤其对国内研究者在这一领域的研究、发展

和应用等工作用了很大篇幅进行阐述分析。目前非线性维数

约简方法还有很多问题处于研究中 , 如现有的方法能在多大程

度上逼近流形的内在结构、流形学习与核函数关系、流形学习

的泛化能力等。这些问题也是机器学习领域中非常基础且非

常具有挑战性的问题 , 一旦在理论上取得突破性的进展 , 有可

能会引发整个机器学习领域的一次革命。
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