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基于免疫粒子群算法的广义 Ｎａｓｈ均衡问题求解
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摘　要：针对广义Ｎａｓｈ均衡求解问题，提出了一种免疫粒子群算法。首先利用非线性互补问题，将广义 Ｎａｓｈ
均衡问题转换为非线性方程组问题，然后把免疫算法中抗体的免疫记忆功能和抗体浓度抑制机制引入基本粒子

群算法，设计了一种免疫粒子群算法。最后通过数值实验表明，该算法保持了粒子群种群多样性，增强了粒子群

算法的全局寻优能力，加快了算法的收敛速度，具有较好的性能。
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　引言

广义 Ｎａｓｈ均衡问题由诺贝尔奖得主 Ｄｅｂｒｅｕ、Ａｒｒｏｗ等
人［１，２］提出，近年来受到了越来越多学者的关注，产生了大量

研究成果，已广泛应用于经济均衡、电力市场、环境污染治理、

计算机和交通网络等领域［３～７］。但遗憾的是 Ａｒｒｏｗ、Ｄｅｂｒｅｕ并
没有给出一个求解广义Ｎａｓｈ均衡的算法，广义Ｎａｓｈ均衡算法
的设计和求解至今仍没有一套相对成熟的理论和方法，仍是学

者关注的热点。对广义 Ｎａｓｈ均衡的求解，传统的数学分析方
法大体上有两种做法，一种思路是将广义 Ｎａｓｈ均衡问题转换
为拟变分不等式问题设计求解算法［８］，另一思路是将广义

Ｎａｓｈ均衡问题利用ＮＩ函数转换为带约束或无约束的最优化
问题设计牛顿类型的求解算法［９］。但是传统的数学分析算法

往往要求博弈局中人的支付函数和策略集具有较高的连续性

和凸（凹）性，并且算法本身往往依赖于初始点的选取，在一定

程度上限制了该类算法的应用。Ｒｏｕｇｈｇａｒｄｅｎ［１０］指出 Ｎａｓｈ均
衡的求解是一个 ＮＰｈａｒｄ问题，随着博弈规模的不断增大，传
统的数学分析算法面临着计算复杂度高和计算时间长等问题。

随着现代智能算法的不断深入研究和发展，智能算法在解决

ＮＰ难问题上体现了较强的优越性。因此，本文尝试借鉴生物
进化理论和生物行为规律的免疫粒子群算法来计算和模拟广

义Ｎａｓｈ均衡的求解，是一种新的途径和方法。通过实例的计
算和比较，表明本文提出的免疫粒子群智能算法具有较好的性

能。
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均衡的描述

对于一个广义博弈问题，假设有 Ｎ个局中人，第 ｖ（ｖ＝１，

２，…，Ｎ）个局中人的决策变量为 ｘｖ∈Ｒｎｖ，且将所有局中人的

决策变量所组成的向量记为ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）Ｔ∈Ｒｎ，其中ｎ＝

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｎｉ。为强调向量 ｘ中的第 ｖ个变量，记 ｘ＝（ｘ

ｖ，ｘ－ｖ）Ｔ，其中

ｘ－ｖ表示除局中人ｖ之外的所有局中人所构成的决策变量。记

第ｖ个局中人的策略集为 ＸｖＲｎｖ，所有局中人所构成的策略

集记为Ｘ＝∏
ｊ∈Ｎ
ＸｖＲｎ，而Ｘ－ｖ＝ ∏

ｊ∈Ｎ，ｊ≠ｖ
Ｘｊ表示除局中人ｖ之外的

所有博弈参与者所构成的策略集。博弈中每个局中人 ｖ都选
定自己的策略ｘｖ极小化其支付函数θｖ，即

ｍｉｎ
ｘｖ∈Ｒｎｖ

θｖ（ｘｖ，ｘ－ｖ），ｘｖ∈Ｋｖ（ｘ－ｖ） （１）
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其中，映射Ｋｖ：Ｘ
－ｖ→２Ｘ

ｖ
表示受所有 ｊ≠ｖ的局中人的决策影响

的可行策略集值映射（２Ｘｖ表示Ｘｖ的所有非空子集的全体），则
对任意的ｘ－ｖ∈Ｘ－ｖ，都有Ｋｖ（ｘ

－ｖ）Ｘｖ。若记 Ｓｖ（ｘ
－ｖ）表示极

小化问题式（１）的解集，则广义博弈 Ｎａｓｈ均衡问题为找一个
向量ｘ使得对所有的 ｖ都有 ｘｖ∈Ｓｖ（ｘ

－ｖ），称 ｘ为广义
Ｎａｓｈ均衡解。需要特别指出的是，若对所有的 ｖ＝１，２，…，Ｎ，
任意的ｘ－ｖ∈Ｘ－ｖ，都有Ｋｖ（ｘ

－ｖ）＝Ｘｖ，则广义Ｎａｓｈ均衡就变为
一般Ｎ人非合作博弈的Ｎａｓｈ均衡，因此本文设计的算法对一
般Ｎ人非合作博弈的Ｎａｓｈ均衡也是适用的。

在实际应用中，广义博弈问题的决策者可行域通常是由有

限个约束定义的，其中每个决策者ｖ的可行集Ｋｖ（ｘ
－ｖ）通常用

下式表示：Ｋｖ（ｘ
－ｖ）＝｛ｘｖ∈Ｒｎｖ：ｈｖ（ｘｖ）≤０，ｓ（ｘ）≤０｝。其中

ｈｖ：Ｒｎｖ→Ｒｍｖ，ｖ＝１，２，…，Ｎ，ｓ：Ｒｎ→Ｒｍ０，即 ｈｖ是所有决策变量
ｘｖ的约束，ｓ（ｘ）是所有决策者的共享约束。带共享约束的广义
博弈问题是一类重要问题，具有广泛的应用背景，它描述的情

形是在博弈过程中两个或多个局中人共享某些资源，例如文献

［２］中抽象经济模型、文献［４］中电信系统中的频率分配模型
和文献［６］中的环境污染控制模型等。

２　广义Ｎａｓｈ均衡、非线性互补问题和非线性方程组
的转换

&
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均衡转换为非线性互补问题

下面首先利用最优化问题中著名的 ＫＫＴ条件，将广义
Ｎａｓｈ均衡问题转换为非线性互补问题。为了保证广义 Ｎａｓｈ
均衡解的存在性，首先作如下假设：

ａ）对所有ｖ＝１，２，…，Ｎ，函数 θｖ：Ｒ
ｎｖ→Ｒ，ｈｖ：Ｒｎｖ→Ｒｍｖ，ｓ：

Ｒｎ→Ｒｍ０都二次可微，并且具有局部Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的二阶导数。
ｂ）对所有ｖ＝１，２，…，Ｎ，给定任意的ｘ－ｖ，目标函数θ（·，

ｘ－ｖ）关于ｘｖ是凸的，约束函数 ｈｖ：Ｒｎｖ→Ｒｍｖ，ｓ：Ｒｎ→Ｒｍ０的每个
分量函数都是凸的。

设ｘ是广义博弈问题的一个 Ｎａｓｈ均衡解，若对局中人 ｖ
适当的约束规范成立，则存在乘子向量λ，ｖ∈Ｒｍｖ，μ，ｖ∈Ｒｍ０使
得（ｘ，ｖ，λ，ｖ，μ，ｖ）满足ＫＫＴ条件：

Δ

ｘｖＬｖ（ｘｖ，ｘ，－ｖ，λｖ，μｖ）＝０

０≤λｖ⊥－ｈｖ（ｘｖ）≥０

０≤μｖ⊥－ｓ（ｘｖ，ｘ，－ｖ）≥０

其中：Ｌｖ（ｘ，λ
ｖ，μｖ）＝θｖ（ｘ）＋ｈ

ｖ（ｘｖ）Ｔλｖ＋ｓ（ｘ）Ｔμｖ为第 ｖ个局
中人极小化问题的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。综合上述 Ｎ个 ＫＫＴ条件，
由文献［１１］可得：若ｘ是广义博弈问题的一个 Ｎａｓｈ均衡解，
且对所有局中人一个适当的约束规范成立，则存在乘子向量

λ∈Ｒｍ，μ∈ＲＮｍ０使得（ｘ，λ，μ）满足如下系统：
Ｌ（ｘ，λ，μ）＝０

０≤λ⊥－ｈ（ｘ）≥０
０≤μ⊥－Ｓ（ｘ）≥０ （２）

其中　 λ＝

λ１

λ２
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Ｎ

，μ＝
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μ２
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Ｎ
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式（２）可以看成是广义博弈问题的一阶必要条件。若广
义博弈问题满足假设 ａ）和 ｂ），则对任意给定的 ｘ－ｖ，局中人 ｖ
的极小化问题就是凸优化问题，从而由极小值原理易知系统式

（２）的解必是广义 Ｎａｓｈ均衡的解，于是式（２）也是广义 Ｎａｓｈ
均衡问题的一阶充分性条件，故有如下结果：

定理　设广义博弈问题满足假设 ａ）和 ｂ），若（ｘ，λ，
μ）满足式（２），则ｘ为广义博弈Ｎａｓｈ均衡点。

下面定义Ｆ：Ｒｎ→Ｒｎ，Ｆ（ｘ）＝ｖｅｃ｛

Δ

ｘｖθｖ（ｘ）｝
Ｎ
ｖ＝１，则式（２）

等价地转换为如下系统：

Ｆ（ｘ）＋∑
Ｎ

ｖ＝１

Δ

ｘｈｖ（ｘ）λｖ＋

Δ

ｘｓ（ｘ）μ＝０

０≤λｖ⊥－ｈｖ（ｘｖ）≥０
０≤μ⊥－Ｓ（ｘ）≥０ （３）

式（３）是一个非线性互补问题，从而把一个广义 Ｎａｓｈ均
衡问题利用凸优化问题的ＫＫＴ条件转换成为一个非线性互补
问题。

&


&

　互补问题转换为非线性方程组问题

下面用补函数方法将非线性互补问题转换为一个非线性

方程组问题。

函数：Ｒ２→Ｒ称为一个补函数，若有（ａ，ｂ）＝０ａ≥０，
ｂ≥０，ａｂ＝０。目前已有很多种补函数，比较常用的是 Ｆｉｓｈｅｒ

Ｂｕｒｍｅｉｓｔｅｒ（ＦＢ）函数，即ＦＢ（ａ，ｂ）＝ａ＋ｂ－ ａ２＋ｂ槡
２。令

ΦＦＢ（ｘ，λ，μ）＝

Ｌ（ｘ，λ，μ）

ＦＢ（－ｈ１１（ｘ），λ１１）



ＦＢ（－ｈｖｉ（ｘ），λｖｉ）



ＦＢ（－ｈＮｍＮ（ｘ），λ
Ｎ
ｍＮ
）

ＦＢ（－ｓ１（ｘ），μ１）



ＦＢ（－ｓｍ０（ｘ），μｍ０





















 ）

其中ＦＢ是ＦＢ函数，则求解式（３）等价地转换为求解 ΦＦＢ（ｘ，
λ，μ）＝０，从而求解广义 Ｎａｓｈ均衡问题通过互补问题转换为
求解非线性方程组问题。针对广义Ｎａｓｈ均衡问题转换为非线
性方程组问题，设计免疫粒子群算法求解。

"

　免疫粒子群算法的设计

"


!

　基本粒子群算法

基本粒子群算法最早由Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ［１２］于１９９５年
通过对鸟群觅食过程的分析和模拟而提出，由于该算法具有简

单易行、收敛速度快和易于并行等特点在许多领域得到了应用

和发展［１３～１７］。在应用粒子群算法求解优化问题时，每一个优

化问题的潜在解都可以看成 ｄ维搜索空间中的一个粒子。设
第ｉ个粒子ｘｉ的位置表示为ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｄ），它经历过的
最好位置，即有最好的适应度值时的位置，记为 ｐｂｅｓｔ（ｉ），
ｐｂｅｓｔ（ｉ）＝（ｐｉ１，ｐｉ２，…，ｐｉｄ）。在群体中所有粒子经历过的最好
位置用ｇｂｅｓｔ表示。设第ｉ个粒子的速度为ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｄ）。
对每一次迭代，粒子的速度和位置变化根据如下方程进行：

ｖｋ＋１ｉ ＝ｗｖｋｉ＋ｃ１ｒ１（ｐｂｅｓｔｋ（ｉ）－ｘｋｉ）＋ｃ２ｒ２（ｇｂｅｓｔｋ－ｘｋｉ） （４）

ｘｋ＋１ｉ ＝ｘｋｉ＋ｖｋ＋１ｉ （５）

其中：ｗ为粒子惯性权重；ｃ１、ｃ２为粒子学习因子，分别调节全
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局最好粒子和个体最好粒子飞行方向的最大步长，通常取ｃ１＝
ｃ２＝２；ｒ１、ｒ２为在（０，１）内的随机数，对惯性权重一般按照文献
［１３］中的公式计算。

ω＝ωｍａｘ－ｋ
ωｍａｘ－ωｍｉｎ
ｋｍａｘ

（６）

其中：ωｍａｘ为最大惯性权重，ωｍｉｎ为最小惯性权重，ｋｍａｘ为最大迭
代次数，ｋ为当前迭代次数。

"


&

　免疫粒子群算法的基本思想

免疫粒子群算法是在基本粒子群算法的基础上引入生命

科学中的免疫原理，将所要求解的问题视为抗原，每一个抗体

代表问题的一个解，同时每一个抗体也代表基本粒子群中的一

个粒子。抗原与抗体的亲和度由粒子群算法中的适应度函数

值来衡量。在粒子（抗体）群体迭代更新的过程中，总是希望

适应度好的粒子（抗体）保留下来，但如果此类粒子（抗体）过

于集中，则很难保证粒子（抗体）的多样性，从而易使算法陷入

局部最优解。因此，本文考虑把免疫记忆功能与抗体浓度的自

我调节机制引入基本粒子群算法，借助粒子（抗体）浓度的选

择公式来保持各适应度层次的粒子维持在一定的浓度，以保持

粒子群种群的多样性，便于寻求全局最优解。

算法中每一个粒子由所有局中人的策略表示，即 ｘ＝（ｘ１，
ｘ２，…，ｘＮ），定义免疫粒子群算法的适应度函数如下：

ｆ（ｘ）＝‖ΦＦＢ（ｘ，λ，μ）‖２

显然，ｆ（ｘ）＝０ΦＦＢ（ｘ，λ，μ）＝０，所以求方程组 ΦＦＢ（ｘ，
λ，μ）＝０，就相当于在约束区域内求 ｍｉｎ

ｘ∈Ｋ（ｘ）
ｆ（ｘ）使得 ｆ（ｘ）的最

小值充分接近于０。
定义第ｉ个粒子（抗体）的浓度如下［１３］：

Ｄ（ｘｉ）＝
１

∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

　ｉ＝１，２，…，Ｍ＋Ｑ

定义基于上述粒子（抗体）浓度的概率选择公式如下：

Ｐ（ｘｉ）＝

１
Ｄ（ｘｉ）

∑
Ｍ＋Ｑ

ｉ＝１

１
Ｄ（ｘｉ）

＝
∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

∑
Ｍ＋Ｑ

ｉ＝１
　∑
Ｍ＋Ｑ

ｊ＝１
｜ｆ（ｘｉ）－ｆ（ｘｊ）｜

（７）

其中，ｘｉ和ｆ（ｘｉ），ｉ＝１，…，Ｍ＋Ｑ分别表示第 ｉ个粒子（抗体）
和适应度函数值。

"


"

　免疫粒子群算法的实现步骤

根据上述免疫粒子群算法的基本思想，设计算法的实现步

骤如下：

ａ）确定免疫粒子群算法的基本参数值，包括粒子群群体
规模Ｍ，粒子最大惯性权重ωｍａｘ，最小惯性权重ωｍｉｎ，学习因子
ｃ１、ｃ２，最大迭代次数ｋｍａｘ，精度ε。

ｂ）随机生成Ｍ个初始粒子ｘｉ和初始粒子 ｘｉ的速度 ｖｉ，形
成初始化粒子群ｐ０。

ｃ）计算每个粒子适应度函数值，找出粒子的个体极值
ｐｂｅｓｔ（ｉ），ｉ＝１，…，Ｍ和全体极值ｇｂｅｓｔ。

ｄ）按照式（６）计算粒子惯性权重ω。
ｅ）按照式（４）和（５）更新粒子的速度和位置，并将 ｇｂｅｓｔ对

应的粒子位置存入记忆库。

ｆ）依次检验第ｉ个粒子的位置 ｘｋ＋１ｉ ，保证所有粒子在每一
次迭代过程中都在其可行策略集的空间内。

ｇ）随机生成Ｑ个粒子，方法同ｂ）。
ｈ）根据式（７），从Ｍ＋Ｑ个粒子中依浓度的概率大小选取

Ｍ个粒子。
ｉ）以记忆库中的粒子代替新选取的Ｍ个粒子中适应度最

差的粒子，生成一个新的粒子群ｐ１，准备进入下一次迭代。
ｊ）根据最大迭代次数和精度判断是否结束迭代，并输出符

合条件的最优粒子（即所求问题的近似解）和迭代次数，否则

转ｃ）。

"


#

　算法性能评价

免疫粒子群算法作为一种生物演化智能算法，与遗传算法

有很多相似之处，因此可以借鉴 Ｄｅｊｏｎｇ［１８］给出的分析遗传算
法性能而提出的算法评价方法，即离线性能来测试算法的收敛

特性。

定义［１８］　设Ｘｅ（ｓ）为环境ｅ下策略ｓ的离线性能，ｆｅ（ｔ）

为第ｔ代相应于环境 ｅ的最佳适应度，则有 Ｘｅ（ｓ）＝
１
Ｔ∑

Ｔ

ｔ＝１
ｆｅ

（ｔ），即离线性能表示算法到第ｔ代的最佳适应度的平均值。

#

　数值例子

首先考虑文献［１９］中给出的广义Ｎａｓｈ均衡算例。
例１　设有两人广义博弈，局中人的决策变量分别为 ｘ１、

ｘ２，且满足０≤ｘ１≤１０，０≤ｘ２≤１０，ｘ１＋ｘ２≤１５。局中人的支付
函数分别为θ１、θ２，其中：

θ１（ｘ１，ｘ２）＝ｘ２１＋
８
３ｘ１ｘ２－３４ｘ１

θ２（ｘ１，ｘ２）＝ｘ２２＋
５
４ｘ１ｘ２－２４．５ｘ２

用本文给出的免疫粒子群算法求解（算法的参数设置为：

粒子群群体规模Ｍ＝２０，Ｑ＝１０，学习因子ｃ１＝ｃ２＝２，最大迭代

次数为３００，适应度函数精度设置为 ε＝１０－２），五次计算结果
和离线性能分别如表１和图１所示。

表１　免疫粒子群算法的计算结果

计算次数 Ｎａｓｈ均衡 迭代次数 适应度函数值

１ ｘ１＝４．９４１９，ｘ２＝９．０４１５ １１２ ０．００５９
２ ｘ１＝５．０４１６，ｘ２＝８．９７４４ １１４ ０．００４９
３ ｘ１＝５．０１０２，ｘ２＝８．９８６５ １３８ ０．００６４
４ ｘ１＝４．９９３３，ｘ２＝８．９９８８ ８８ ０．００９９
５ ｘ１＝４．９３７８，ｘ２＝９．０４８２ １０２ ０．００７８

　　由计算结果可知，本文五次计算结果平均迭代１１０次即可
给出例１的近似广义Ｎａｓｈ均衡点（５，９）。与文献［１９］用数学
分析的投影算法相比，不但迭代次数大大减少，而且每次计算

初始点是随机生成的，计算过程不依赖初始点的选取，而文献

［１９］中的算法当初始点选取为（１０，０）时，计算不出 Ｎａｓｈ均衡
点。另外，算法的离线性能也反映了该算法具有较好的收

敛性。

例２　考虑由Ｋｅｓｓｅｌｍａｎ等人［２０］提出的网络交换模型。

在网络交换中，每个用户单独产生流量，遵循先进先出原
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则，并且缓冲器的容量是有限的，每个用户的效用取决于传输

效率和网络拥塞程度。确切地说，假设有 Ｎ个用户，缓冲器容
量为Ｂ，每个用户ｖ决定了它在该缓冲器上的数据包数量，记
做ｘｖ∈［０，＋∞），并假设缓冲器遵循去尾原则，即若缓冲器饱
和，则数据包释放并重新给出。用户ｖ的效用函数如下：

θｖ（ｘ）＝

ｘｖ

∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ
（１－

∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ

Ｂ ）　　∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ＞０

０ ∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ











 ＝０

求效用函数的最大化，
ｘｖ

∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ
表示用户 ｖ的传输率，用户的效用

随着传输率的增大而增大，
∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ

Ｂ表示缓冲器的拥塞水平。注意

到如果缓冲器饱和拥塞则每个用户的效用为０，由于遵循去尾
原则，第ｖ个用户的优化问题为

ｍｉｎ
ｘｖ
｛－θｖ（ｘ）｝

ｓ．ｔ．　ｘｖ≥０，∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ≤Ｂ

则Ｎ个用户的极小化问题构成了一个广义博弈问题。
为了保证效用函数在整个可行域上有定义，本文采用修正

后的约束形式，即 ｘｖ≥０．００１，ｖ＝１，…，Ｎ。采用本文的方法可
以将上述广义博弈问题转换为如下非线性方程组问题：

ΦＦＢ（ｘ，λ，μ）＝

１
Ｂ－

∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ－ｘ１

（∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ）２

－λ１＋μ

１
Ｂ－

∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ－ｘＮ

（∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ）２

－λＮ＋μ

ＦＢ（－（－０．００１－ｘ１），λ１）



ＦＢ（－（－０．００１－ｘＮ），λＮ）

ＦＢ（－（∑
Ｎ

ｖ＝１
ｘｖ－Ｂ），μ



















































）

＝０

　　在数值实验中，本文分别取用户数 Ｎ＝１０，４０，８０，１００，
１０００进行计算（算法的参数设置为：粒子群群体规模 Ｍ＝２０，
Ｑ＝１０，学习因子ｃ１＝ｃ２＝２，最大迭代次数为３００，适应度函数

精度设置为 ε＝１０－２，解的误差设置为‖ｘｖｋ－ｘ
ｖ
ｋ－１‖≤１０

－６），

计算结果如表２所示。
表２　免疫粒子群算法的计算结果

用户数Ｎ 迭代次数 Ｎａｓｈ均衡 适应度函数值

１０ ２ ｘｖ＝０．９８２７７２９ ０．０５２９
４０ ２ ｘｖ＝０．２４８４０２９ ０．０１２０
８０ ２ ｘｖ＝０．１２４１３９１ ０．０４６７
１００ ２ ｘｖ＝０．００９２７５９ ０．０９７０
１０００ ３ ｘｖ＝０．００１００００ ０．００２１

　　针对文献［２０］中给出的上述广义 Ｎａｓｈ均衡模型，文献
［１１］给出了一个很好的光滑牛顿算法并计算了用户数Ｎ＝１０，
４０，８０，１００的结果。在同样的精度下，本文给出的算法仅２次
迭代就可以求得近似 Ｎａｓｈ均衡解，当用户数为１０００时，迭代
次数也仅需３次，进一步显示了免疫粒子群算法作为智能算法
解决大规模广义Ｎａｓｈ均衡问题的优越性。

$

　结束语

总之，通过例１和２数值算例的比较和分析可以看出，本
文提出的免疫粒子群算法求解广义 Ｎａｓｈ均衡问题是有效的。
该算法把免疫记忆机制和基于抗体浓度的选择机制引入基本

粒子群算法，从而保持了粒子群种群在进化迭代过程中的多样

性，综合了免疫算法和基本粒子群算法的优点，不仅保持了粒

子群算法简单、易于实现、收敛速度快的特点，而且增强了基本

粒子群算法的全局寻优能力，加快了算法的收敛速度。实验表

明该算法的实际计算效果优于已有的投影算法和光滑牛顿算

法，更重要的是该算法不需要对适应度函数作光滑化处理和不

依赖初始点的选择，拓宽了求解广义博弈 Ｎａｓｈ均衡算法的适
用范围。
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