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摘　要： 在利用梯度算法训练 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络时，存在因权值选取过小导致收敛速度过慢的问题，而采用一
般罚函数法虽然可以克服这个缺点，但要求罚因子必须趋近于∞且惩罚项绝对值不可微，从而导致数值求解困
难。 为克服以上缺点，提出了一种基于乘子法的随机单点在线梯度算法。 利用最优化理论方法，将有约束问题
转换为无约束问题，利用乘子法来求解网络误差函数。 从理论上分析了算法的收敛速度和稳定性，仿真实验结
果验证了算法的有效性。
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Abstract： Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｏｎ唱ｌｉｎｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｔｉｔｈｍ ｉｓ ｕｓｅｄ ｆｏｒ ｔｒａｉｎｉｎｇ Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｒｏｒｋ， ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｐｒｏｂｌｅｍ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｃｈｏｓｅｎ
ｗｅｉｇｈｔｓ ｍａｙ ｂｅ ｖｅｒｙ ｓｍａｌｌ， ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｉｎ ａ ｖｅｒｙ ｓｌｏｗ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．Ｔｈｅ ｓｈｏｒｔｃｏｍｉｎｇ ｃａｎ ｂｅ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｂｙ ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｍｅｔｈｏｄ， ｂｕｔ
ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｔｈｅ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓ ｉｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ， ｃａｕｓｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｆａｃｔｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｅｎａｌｔｙ ｆａｃｔｏｒ ｍｕｓｔ ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎｆｉｎｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ａｂｓｏ唱
ｌｕｔｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｐｅｎａｌｔｙ ｔｅｒｍ ｉｓ ｎｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅ．Ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｅｒ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｉｍｐｌｅ
ｐｏｉｎｔ ｏｎ唱ｌｉｎｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｔｏ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｔｈｅ ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｓｍａｌｌ ｗｅｉｇｈｔｓ ａｎｄ ｐｅｎａｌｔｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚｅｄ ｔｈｅｏｒｙ
ｍｅｔｈｏｄ， ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｔｈｅ ｒｅｓｔｒａｉｎｅｄ ｑｕｅｓｔｉｏｎ ｉｎｔｏ ｔｈｅ ｎｏｎ唱ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｑｕｅｓｔｉｏｎ．Ｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒａｔｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．
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　　人工神经网络在实际的商业、金融、文学等领域得到了广
泛应用［１，２］ 。 １９８７ 年 Ｇｉｌｅｓ 和 Ｍａｘｗｅｌｌ 提出了高阶神经网络
（ｈｉｇｈ唱ｏｒｄｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ，ＨＯＮＮ）［３］ ，这种网络既可以加强多
层前馈型神经网络的非线性分类能力，又可以将训练时间大大
减少。 常见的ＨＯＮＮ有 ｓｉｇｍａ唱ｐｉ神经网络、Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络、
ｒｉｄｇｅ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ神经网络、递归 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ 神经网络和 ｓｉｇｍａ唱ｐｉ唱
ｓｉｇｍａ神经网络等。

Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络（Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ，ＰＳＮＮ）［４］是从

高阶神经网络演化而来的。 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ 神经网络保持了多层
ＨＯＮＮ强大的学习能力，避免了权值数目随输入维数增加的组
合性增长。 此网络已被广泛应用于可视化密码技术方案设
计［５］ 、机械控制［６］ 、杂交的遗传学习算法 ［７］ 以及股票交

易［８］等。
梯度算法分为在线梯度算法和批处理梯度算法，两种算法

均被广泛地应用于高阶前馈神经网络［９ ～１１］ ，但存在因初始权
值选取不当导致的收敛速度过慢的问题。 针对这个问题， 文
献［１２］给出了在 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络中采用在线梯度算法时初

始权值与权值改变量以及网络误差改变量的关系式，并指出初
始权值选取过小会导致收敛速度降低，初始权值选取过大，则
会在初始值附近陷入局部最小。 为了克服初始权值选取困难
的问题，文献［１３］提出了基于罚函数的在线梯度方法，但是在
使用罚函数时，罚因子 M必须趋于∞，并且罚函数对约束不好
处理，一般用它们的绝对值作为惩罚项，但是绝对值不可微，可
能导致 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络求解过程的数值困难。
研究者对将乘子法应用到优化神经网络中已展开了一些

研究［１４，１５］ ，因此，针对文献［１３］中的罚函数法的缺点，本文将
乘子法应用到随机单点在线梯度算法中，用来训练 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神
经网络，有效地克服了罚函数法出现的病态问题。

1　Pi唱s igma 神经网络乘子法随机单点在线梯度算法

1畅1　随机单点在线梯度算法
ＰＳＮＮ由一个输入层、一个隐含层（求和层）和一个输出层
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（求积层）组成，假设输入层、隐含层和输出层的神经元个数分
别为 N、K和 １，如图 １所示。 输入样本 X ＝（x１ ，x２ ，⋯，xN）

Ｔ∈

RN，其中 xN ＝－１是对应的阈值，相应的实际输出为 y∈R，理
想输出为 O∈R；wkj为第 k个输入点与第 j个求和层节点间的
权值，wj ＝（w１ j，w２ j，⋯，wNj）为输入层各节点与求和层 j节点的
权值向量，其中 wNj ＝１，则求和层 hj 的为

hj ＝∑
N

k ＝１
wkj xk ＝∑

N －１

k ＝１
wkj xk －１ ＝w jX （１）

设激活函数为 f（x），则对于样本集（ yj，Oj） J
j ＝１ ，网络实际

输出为

yj ＝f（∏
k

j ＝１
hj） ＝f（∏

k

i ＝１
w i xj） （２）

网络误差函数取为传统的平方误差函数：

ΔE（w） ＝１
２

∑
J

j ＝１
（Oi －yi）２ ＝１

２
∑
J

j ＝１
（Oi －f（∏

K

i ＝１
w i xj）） ２ （３）

随机单点在线梯度算法是 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ 神经网络以及以此为
模块的网络常用的训练算法［４，７］ 。 用于训练 ＰＳＮＮ的随机单点
在线梯度算法是每随机输入一个样本时，仅修改部分权值，即
修改一个求和单元对应的权值。

在使用梯度算法时，ΔE（w）关于权向量 wn 的梯度为

楚［ΔE（wn）］ ＝－∑
J

j ＝１
（Oj －f（ ∏

K

k ＝１
w i xj）） ×［ f（∏

K

i ＝１
w i x j）］′＝

－∑
J

j ＝１
（Oj －f（ ∏

K

i ＝１
w i xj）） ×f ′（∏

K

i ＝１
w i xj） ×（ ∏

K

i ＝１i≠n
w i xj） ×xj （４）

对于权值 w（０） ，假设前 m －１ 次迭代已经完成，第 m次迭
代随机选取的样本和需要调整权值的求和层节点分别为 xj 和

n，则权值更新为
w（m ＋１）

n ＝w（m）
n ＋Δjw（m）

n 　q ＝n

w（m ＋１）
q ＝w（m）

q 　　　　　q≠n
（５）

其中：对于 w（m ＋１）
n ，因上标是从 ０ 开始，所以第 n 次迭代要加

１，q表示第 q个求和层节点。 式（５）保证了只有在 q ＝n 时才
修改权值，一次只修改一个，即随机单点算法。 Δjw（m）

n 为权值

改变量

Δjw（m）
n ＝η×（Oj －f（∏

K

i ＝１
w i xj）） ×f′（∏

K

i ＝１
w i xj） ×

（ ∏
K

i ＝１　i≠n
w i xj） ×xj （６）

其中：η为学习率。
可以看出，权值改变量‖Δjw（m）

n ‖与误差改变量｜ΔE（w） ｜

都受乘积项∏
K

i ＝１
wi xj 的影响很大。 这里指出权值较小对随机单

点在线梯度算法的影响［１２］ ：
‖Δjw（m）

n ‖≤c ×η×δK －１
m （７）

｜ΔE（w（m） ） ｜≤c ×η×δ２（K －１）
m （８）

其中：δm ＝ｍａｘ
１≤n≤k

‖w（m）
n ‖表示第 m次迭代时各个求和层节点的

最大输出模值。 δK －１
m 和 δ２（K －１）

m 分别表示 δm 的 K －１ 和 ２（K －

１）次方。
由式（７）和（８）可看出，‖Δjw（m）

m ‖与 δk －１
m 同阶， ｜ΔE

（w（m） ） ｜与 δ２（K －１）
m 同阶，当 δm ＜＜１时，就会出现新旧权值变化

不大，网络误差改变量微小，收敛性很差。

1畅2　基于乘子法的随机单点在线梯度算法
对 ＰＳＮＮ训练的最终目的是为了求 w倡，使

ΔE（w倡） ＝ｍｉｎ
w

ΔE（w）

实质就是求解无约束优化问题。

ａ）把求解ｍｉｎ
w
ΔE（w）转换为对乘积因子∏

K

i ＝１
wi xj 加以限制

的约束优化问题（因为 ΔE（w）的大小主要由乘积项∏
K

i ＝１
wi xj

决定）。
ｍｉｎ ΔE（w）

ｓ．ｔ．｜∏
K

k ＝１
w i xj ｜＞α

（９）

其中：α取适当常数（取值不宜太大），α表示当∏
K

i ＝１
wi xj 小到什

么程度时加入惩罚。

ｂ）把有约束问题转换为无约束问题，令 gi （w） ＝｜∏
K

i ＝１

wi xj ｜－α，假设存在一 c２j 使 gj（w） －c２j ＝０。
于是乘子法函数［１６］可定义为

φ１（w，c，γ，M） ＝ΔE（w） －∑
J

j ＝１
γj（gj（w） －c２j ） ＋

M
２

∑
J

j ＝１
（gj（w） －c２j ）２ （１０）

其中，γ为不等式约束的拉格朗日乘子向量，γ＝（γ１，γ２，⋯，

γJ）
Ｔ，M为罚因子。 因此式（９）转换为求解 ｍｉｎ φ１（w，c，γ，M）。

用配方法将 ｍｉｎ φ１（w，c，γ，M）化为

φ１（w，c，γ，M） ＝ΔE（w） ＋∑
J

j ＝１
［ －γj（gj（w） －c２j ） ＋

M
２

（gj（w） －c２j ）２ ］ ＝ΔE（w） ＋

∑
J

j ＝１
｛ M

２
［ c２j －１

M （Mgj（w） －γj）］
２ －

γ２
j

２M｝ （１１）

令
矪φ１

矪cj
＝矪 M

２
［ c２j －１

M （Mgj（w） －γj）］ ×２cj ＝

２Mcj［ c２j －１
M （Mgj（w） －γj）］ ＝０ （１２）

则φ１（w，c，γ，M）对于 cj 取极小时，cj 取值如下：

当 Mgj（w） －γj≥０时，c２j ＝１
M （Mgj（w） －γj）；

当 Mgj（w） －γj ＜０时，c２j ＝０。
两种情况统一为一个表达式：

c２j ＝
１
M ｍａｘ（０，（Mgj（w） －γj） （１３）

将式（１３）代入（１１）得到不等式约束类问题的乘子罚函数为
φ１（w，γ，M） ＝ΔE（w） ＋

１
２M∑

J

j ＝１
｛［ｍａｘ（０，（γj －Mgj（w）））］ ２ －γ２

j ｝ （１４）

原问题就转换为求解乘子罚函数φ（w，γ，M）的无约束极
小问题。
在求解迭代过程中，给定一个大的罚因子 M（不必趋于无

穷大）和给定不等式的拉格朗日乘子向量的初始估计γ（１） ，然
后通过修正第 k次迭代中的γ（k）得到第 k ＋１次迭代γ（k ＋１） ，修
正如下：
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γk ＋１
j ＝ｍａｘ（０，（γ（k）

j －Mgj（w（k） ）））　 j ＝１，２，⋯，J （１５）

最后目标函数即网络误差函数为

ｍｉｎ
w

ΔE（w） ＝ΔE（w） ＋

１
２M∑

J

j ＝１
｛［ｍａｘ（０，（γj －Mgj（w）））］ ２ －γ２

j ｝ （１６）

利用随机单点在线梯度算法求解该问题，式（１６）关于权
向量 wn（n ＝１，２，⋯，k）的梯度为

楚［ΔE（w）］ ＝－∑
J

j ＝１
（Oj －f ′（∏

K

i ＝１
w i xj）） ×f′（∏

K

i ＝１
w i xj） ×

（ ∏
K

i ＝１ i≠n
w i x j）xj ＋１

２M∑
J

j ＝１
楚pj（w） （１７）

其中：
pj（w） ＝［ｍａｘ（０，（γj －Mgj（w）））］２ －γ２

j

楚pj（w） ＝
２（γj －Mgj（w）） ×（ －M） ×楚gj（w）　γj －Mgj（w）≥０

０　　　　　　　　　　　　　　　　yj －Mgj（w） ＜０

gj（w） ＝
｜∏

k

i ＝１
w i xj ｜－α　 －α＜∏

k

i ＝１
w i xj ＜α

０　　　　　　其他

楚gj（w） ＝

（ ∏
K

i ＝１ i≠n
w i xj） xj　　０ ＜∏

K

i ＝１
w i xj ＜α

－（ ∏
K

i ＝１ i≠n
w i xj）xj　 －α＜∏

K

i ＝１
w i xj ＜０

０　　　　　　　　其他

则对应于式（５）和（６）的权值更新式为
w（m ＋１）

n ＝w（m）
n ＋Δjw（m）

n 　q ＝n

w（m ＋１）
q ＝w（m）

q 　　　　　q≠n
（１８）

其中： Δjw（m）
n ＝η×［（Oj －f（ ∏

K

i ＝１
w i xj）） ×f ′（∏

K

i ＝１
w i xj） ×

（ ∏
K

i ＝１ i≠n
w i xj）xj －１

２M楚pj（w）］

由式（９）可以看出，α表示当乘积∏
K

i ＝１
wi xj 项小到什么程度

时，加入乘子罚函数，α不宜过大。

2　收敛速度和稳定性分析
以上讨论了 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络基于乘子法的随机单点在

线梯度算法，本章将讨论相应算法的收敛速度和稳定性，在此
之前提出以下假设：

假设 １　wk→w倡。 w倡为问题式（９）的解。
假设 ２　楚g（wk）

Ｔ 为列满秩。
注：文献［１６］中已经证明了假设 １；解决优化问题时，只要

保证式（９）中所有约束条件都线性无关，就可保证楚g（wk ）
Ｔ

为列满秩。

2畅1　收敛性分析
定理　若在假设 １、２成立的情况下，基于乘子法的随机单

点在线梯度算法的收敛速度是线性收敛的。

证明：对式 （１６） 求关于 wk ＋１ 的一阶梯度，有楚［ΔE
（wk ＋１）］ ＝０，记 A（wk） ＝楚g（wk）

Ｔ，即
A（wk ＋１ ）γ（wk ＋１ ） ＝楚［ΔE（wk ＋１ ）］ （１９）

所以由算法中式（１６）所产生的γk ＋１和式（１９）所定义的γ
（wk ＋１）是完全等价的。 由假设 ２和式（１９）可知

γ（w） ＝A（w） ＋· 楚［ΔE（wk ＋１）］ （２０）

又由式（２０）可推导
γ（w） Ｔ ＝楚［ΔE（wk ＋１）］ Ｔ［A（w） ＋］ Ｔ

楚γ（w） Ｔ ＝楚２［ΔE（wk ＋１ ）］
Ｔ ×［A（w） ＋］ Ｔ ＋

楚［ΔE（wk ＋１ ）］
Ｔ ×楚［A（w） ＋］ Ｔ （２１）

由此算法中式（１５）可知：
γ（wk ＋１ ） ＋Mg（wk ＋１） ＝γ（wk） （２２）

对式（２２）使用泰勒公式展开，可得
γ（w倡） ＋楚γ（w倡） Ｔ ×（wk ＋１ －w倡） ＋M［g（w倡） ＋楚g（w倡） Ｔ ×

（wk ＋１ －w倡）］≈γ（w倡） ＋楚γ（w倡） Ｔ ×（wk －w倡）

又因 g（w倡） ＝０，可推得
［楚γ（w倡） Ｔ ＋M ×楚g（w倡） Ｔ］（wk ＋１ －w倡）≈

楚γ（w倡） Ｔ ×（wk －w倡） （２３）

由式（２３）可得
［楚γ（w倡） Ｔ ＋M ×A（w倡）］（wk ＋１ －w倡）≈

楚γ（w倡） Ｔ ×（wk －w倡） （２４）

其中：楚γ（w倡） Ｔ ＝楚２［ΔE（w倡）］ ×［A（w倡） ＋］ Ｔ ＋楚［ΔE（w倡）］ Ｔ ×

楚［A（w倡） ＋］ Ｔ。
由式（２４）可知，除非 M趋于∞，否则结论成立（乘子法中

M不必趋于∞），即该算法的收敛速度为线性收敛的。

2畅2　稳定性分析
稳定性是本文中 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ 神经网络能否应用于优化计算

的关键问题，在对稳定性进行分析之前，先给出一个记号：式
（１０）中的 c２j 可由式（１３）代替，M 为常值，所以可以记式（１０）

为φ１（w，γ）。 根据经典极值理论［１７］ ，给出动力学系统方程：
ｄw
ｄt ＝－· wφ１（w，γ）

ｄγ
ｄt ＝－· wφ１（w，γ）

（２５）

接着定义网络的能量函数［１８］ ：

E（w，γ） ＝１
２

‖· wφ１（w，γ）‖２ ＋１
２

‖· γφ１（w，γ）‖２ （２６）

其中：‖·‖表示欧式向量的模。
下面分析本文中神经网络的稳定性，将 E（w，γ）对时间求导：

ｄE
ｄt ＝ｄEｄw

ｄw
ｄt ＋ｄEｄγ

ｄγ
ｄt ＝

（（· wφ１（w，γ）） ＴG１ ＋（· γφ１（w，γ）） Ｔ· ２
γwφ１（w，γ）） ｄwｄt ＋

（（· wφ１（w，γ）） Ｔ· ２
wγφ１ （w，γ） ＋（· γφ１（w，γ）） ＴG２ ）

ｄw
ｄt （２７）

其中，G１ 、G２ 都是与 g１ （w），g２ （w），⋯，gj （w）有关的对角正
定矩阵［１８］ 。
将式（２５）代入式（２７）后得

ｄE
ｄt ＝－（· wφ１（w，γ）） ＴG１ · wφ１（w，γ） －

（· γφ１（w，γ）） ＴG２ · γφ１（w，γ） （２８）

由 G１、G２ 为对角正定矩阵可得
ｄE
ｄt ≤０ （２９）

当且仅当· wφ１（w，γ） ＝０、· γφ１ （w，γ） ＝０ 时，ｄEｄt ＝０ 成

立（此时 w＝w倡）。 因此本文的 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络是稳定的。

3　仿真实验及分析
实验应用 ＭＡＴＬＡＢ作为工具，以最基本的奇偶分类为例：
输入模式：［１，１；１， －１； －１，１； －１， －１］；
输出模式：［０；１；１；０］。
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选择的网络为单输出的 ＰＳＮＮ，输入层、求和层和求积层
的节点数分别为 ３、２、１，激活函数取为经典的 ｓｉｇｍｏｉｄ函数（１／
（１ ＋ｅ －x）），初始权值在［ －１，１］间随机选取，学习速率取为
０．３。 算法中的参数分别为：M ＝２、α＝０．２５、γ初始值取为 １矩
阵、α＝３。 算法终止的条件：误差精度为 １０ －３；最大迭代次数
为 ５ ０００。 当满足其中一个条件时，算法就终止。

由于初始权值是随机选取的，所以对问题进行训练时，每
次训练的结果都不相同，但训练的最终结果大概趋势差别不会
太大。 针对无乘子法和基于乘子法两种情况进行训练，其实验
结果如图 ２所示。

由图 ２可以看出，当达到相同误差精度时，基于乘子法的
随机单点在线梯度算法的迭代次数比无乘子法算法的迭代次

数明显降低，说明了此算法的有效性。 从图 ２（ｂ）中可以看出
曲线基本上成一条直线，近似于线性关系，也验证了第 ２ 章中
的收敛速度的结论。

4　结束语
使用基于乘子法的随机单点在线梯度算法来训练 Ｐｉ唱ｓｉｇ唱

ｍａ神经网络，避免了使用罚函数所带来的数值计算困难的病
态问题。 实验结果表明，该算法相比一般的随机单点在线梯度
算法训练 Ｐｉ唱ｓｉｇｍａ神经网络，具有很好的收敛速度和稳定性。
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