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摘要：基于 Riccati方程解的存在条件 ，建立 了离散系统 H 滤波问题的最优范数 y。 与相关的 Hamiltonian差分 

方程一阶特征值 ，以及矩阵广义特征值 问题一阶特征值之间的对 应关系．根据这一关系可 以用求解特征值 问题 的 

算法计算最优 H 范数 ．由于仅需计算一阶特征值 ，所以可用扩展 Wittrick-WiUiams算法求解这一问题 ． 
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0ptimal norm computation for 

discrete H filtering systems by eigenvalue algorithm  
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(State Key Laboratory of Structural Analysis of Industrial Equipment，Dalia／l Ulliversity of Technology，Liaoning Dallan I 16023，China) 

Abstract：Based on the existence condition of solutions to Riccati equations，the paper presents the connection among opti— 

mal norln y 0D【of discrete H filtering problem ，the first order eigenvalue of all associated Hamiltonian difference equation，and 

the first order eigenvalue of a generalized matrix eigenvalue problem ．The algorithms for the eigenvalue problems is adopted to 

compute y。p【．The extended W ittrick-W iUiam s algorithm is used to compute the optimM H norm because only the first order 

eigenvalueis needed forH filtering． 
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1 引言(Introduction) 

卡尔曼滤波器是解决含噪声信号滤波问题的有 

效方法 ，这种滤波器要求信号的产生机理及噪声的 

统计特性已知 ，由于许 多情况下只能得到信号的近 

似模型 ，或者无法得到信号的统计特性 ，使其应用范 

围受到一定的限制 ．另外 ，卡尔曼滤波器用于参数不 

确定系统时鲁棒性也较差．近年来 ，H 滤波器引起 

广泛的兴趣 ，并已取得许多理论研究成果-l0 J．H 

滤波器可以确保从噪声到估计误差 间传递 函数的 

H 范数小于某个给定的正数 ，噪声可以是任意的有 

界信号 ，而且 H 滤波器对系统参数 的不确定性不 

太敏感 ，鲁棒性较好 ．在 H 滤波器的设计中，最优 

H 范数的计算是一个基本环节 ．目前 已经有许 多 

H 范数的计算方法 ，但这些算法大多是针对无限时 

间问题的．文[4，5]研究了连续系统 H 滤波器最优 

范数的计算及滤波方程的求解 问题，所提出的方法 

可以计算有 限及无 限区间滤波问题 的最优 H 范 
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数 ．本文在此基础上研究了离散 H 滤波系统 的最 

优范数计算问题 ，首先建立了 y 。与相关的 Hamilto— 

nian差分方程特征值之间的联系，进而给出了 y 

与广义矩阵特征值之 间的对应关系，然后将计算特 

征值的扩展 Wittrick—Williams算法[ ]用于计算 y。。。． 

2 最优 H 范数与 Hamiltonian差分方程特 

征 值 (Op~nal H norm and eigenvalues of 

Hamiltonian difference equation) 

考虑线性离散系统 

+l A +Dkwk， 0=0， (2．1) 

= Ck钆 + ， (2．2) 

=  ． (2．3) 

其中 k∈ [0，N一1]，状态 机 ∈R ，量测 ∈Rg，过 

程噪声 l／3 ∈R』，量测噪声 ∈ ，状态向量的线性 

组合 ∈ 是需要估计的向量 ．要求对于给定的正 

数 y，所设计的滤波器满足 
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∑( 一 (7,k- )< 
- I =o 

．  

一 1 

y [∑(tl， tl， +vVkv )+( o一露o) Q (X0--露o)]． 
- I= o 

(2．4) 

式中， 是状态滤波露 的线性组合 ， = ；露。是 

对初始状态的估计 ；Q >0．定义最优 H 滤波 的 

性能指标为[ ] 

7。pt： = inf 
0一露o II 2+ II II 2+ II II 2’ 

(2．5) 

其中 Il·Il表示信号的2．范数 ．对预先给定的噪声抑 

制指标 y>0，当且仅当下列离散 Riccati方程存在 

稳定对称解 >0时，存在满足条件的次优 H 滤 

波器 ． 

f +l=Ak( i +clc 一7-2H口 )-1A +D D ， 

【 0= qo． 

(2．6) 

而相应的中心 H 滤波器形式为 

露 +l= A 露 + ()， — C 露 )． (2．7) 

其中 是滤波增益 

= A (，一7-2H +clc )．1c ． 

(2．8) 

当y趋近于 y 时，Riccati方程解矩阵的一个特征值将 

趋近无穷大，当 y：y。眦时次优 H 滤波器不存在[引． 

按照研究 H 优化 问题 的微分对策方法[引，定 

义如下形式的目标函数 

(2，tl，，t，， o)= 

∑[y．2( 一 ) ( 一 )一( + )]一 
- I = 0 

÷( 一露o) Q ( 一露o)． (2．9) 

通过 Lagrange乘子 可以引入约束(2．1)，并考虑 

到式(2．2)和式(2．3)，可得增广的性能指标泛函 

(2，W，t，，XO)= 

∑[ +l( l—A 一Dkw )+ 
I= 0 

÷y ( 一露 ) I-IIH~( 一露 )一 

1
，) 一 ( 一Ckxk) ( 一Ckxk)]一 

L_( o一露o) qo( o一露o)． (2．10) 

由这一性能指标泛函驻值的必要条件可得两点边值 

问题 

+l= Akx +D D +l， (2．1la) 

=  

(7-2／-／I／-／~一clc ) +A +l+cly 一7-2日 露 ， 

(2．1lb) 

边界条件为 

0=露o+qo o， Ⅳ：0． (2．1lc) 

实际上离散 Riccati方程(2．6)解 的性质由下列齐次 

方程即可确定 

+l= A +D D +l， (2．12a) 

= (7-2H]1日 —clc ) +al +l， 

(2．12b) 

边界条件为 

o= Q0 o， Ⅳ= 0． (2．12e) 

边值问题(2．12)存在非平凡解时，相应 的 y 

是其特征值 ．由于其属于 Hamiltonian差分方程 ，先 

简述这类方程特征值 问题的有关结论 ．考虑一般形 

式的离散 Hamiltonian差分方程特征值问题 

Ax = Akx + D 
— l， (2．13a) 

△ ：( 一7-27-2 百 ) — +。． △ =(c：c 一 日}日 ) —AI +1． 

(2．13b) 

其中差分算子 △的定义为△ = +l一 ，且 0≤ 

≤ N一1．其边界条件为 

R (： ：：)+R( ：：。)=。．(2．13c 
方程(2．13a)，(2．13b)的矩阵形式为 

△ =A +D ：A +l， 一 ～～m 

AA ：( 一7-2膏百 ) 一 

若对于所有的 ∈ [0，N一1]，Hamiltonian差分方程 

(2．14)的解矩阵 ，A 满足 rank( ，A )= ／7,及 

xIA =以 X ，则(X，A)称为Hamiltonian差分方程 

的一个联合基(conjoined basis)[’，引． 

定理 2．1E’] 若差分方程 的边界条件为可分离 

形式 ，即 

R ：(一0R ]，R=(R0。R。N)， R．：；J ＼ ／ 
(2．15) 

并设 (X，A)为式(2．14)的联合基 ，且 Xo=一 ， 

A0=R ，则 y 为式(2．14)及式(2．13)的特征值 

当且仅当 R +马 为奇异矩阵 ． 

现在令 A = ，+A ， = ， = ， = 

、， 、 a b  
4  4  

1  l  

2  ． 2  ， l ， + 

．  

～A  
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， 则可将方程(2．13)变换为 (2．12)的形式，两者 

等价 ．而由 Hamiltonian差分方程(2．14)的联合基 即 

可构造 Riccati方 程 的解 ．令 Q = Xk A ，可将 式 

(2．14a)，(2．14b)变换 为 

Q +l=AkQ A Ai：l+D D][， (2．16a) 

，+(clc 一7-2H )Q =A][A A ， 

r2．16b) 

从而有 

Q +l=AkQ [，+(c][Ck—y一 月讽 )Q ]一 A．][+D ][． 

(2．17) 

显然此方程就是 Riccati方程(2．6)．若令 

一 ，0)，R=(一 。0)，(2． 
则 对于 ( ，A)，有 Xo= Q0，Ao= ，，从 而 Qo= 

oA ．又因为 R =0，RⅣ=，，所以 R XN+RⅣAⅣ 

= A，̂．显然当 y 为离散 Hamiltonian系统的特征值 

时，必然有 A ，̂奇 异 ，从而 Riccati方程(2．6)在此点 

无定义 ．从 H 滤波的角度来看 ，则表明当 y-2为一 

阶特征值时，次优 H 滤波器不存在，此时的 y滤波 

器的最优 H 范数．至此已经建立 了最优 H 范数与 

离散 Hamiltonian系统一阶特征值之间的关系． 

另外，Hamiltonian差分方程 (2．11)还是下列离 

散变分驻值问题的必要条件 

： ∑N-I[ ][
+。 。 一 ( ][+。A 一 1 ][(clc 一 =∑[ ][+。 +。一( ][+。A — ][( — 

I=0 — 

1 y 日 ) + I T +。D][D +。)]+ 1 Q 。， 
【 =0

． 

(2．19) 

因此当 ， 的选取使得 =0时，有 

y一 ： s 
／／1

， (2．20) 

Ⅱl=∑[ ．][+l +l一( ．][+lA 一 1 T T + 

1
^
T D )]+百1 Q 

。， (2．21a) 

1I2： 1∑ ．][日 (2．21b) 

式(2．20)具 有两类变量广义 Rayleigh商 驻值 的形 

式 ．下一节将通过离散 Legendre变换将一般的矩阵 

广义特征值问题(一类变量 Rayleigh商驻值问题 )表 

示成正则形式 ，即两类变量广义 Rayleigh商驻值的 

形式 ．这是应用扩展 Wittrick—Williams算法计算最优 

H 范数 的前提 ． 

3 广 义 Rayleigh 商 (Generalized Rayleigh 

quotient) 

考虑下列矩阵广义特征值问题 

(K —pM)d= 0． (3．1) 

其中对称矩阵 K≥0，M >0，向量 d∈RN．”，分别 

具有下列形式 

：  

M ： 

K o+ Q K 。 

6o + 。l 

。

． 
K曲N 

symmetry KbbN 

M N 

(3．2a) 

(3．2b) 

d=【d6，d ，⋯，d ] ． (3．2c) 

其中 ， 为对称阵， = ， ， 

∈R ，d ∈R (i=0，1，⋯，N一1)．众所周知，广义 

特征值问题(3．1)l~J特征值是下列 Rayleigh商的驻值 

lD_ st ， (3．3) 

即 
一 1 

∑ (dI， +1)+ 1口0TQ d0 
⋯ t—  

‘ · 4 

其中 

( ， +。)： d +d．][+。 + 

—  

1
。
T 
+lKb d +卜 (3．5) 

因为特征值问题(3．1)等价于变分问题 

[ d (K—pM)d】：0， (3．6) 
即 

【 N-I ( ， +1)+ d0一 N-I lDd 】：。， 

(3．7) 

令 

Uk(d ，d +1)： (d ，dk+1)一— 1 T d 
， 

(3．8) 

通过下列离散 Legendre变换，变分问题(3．7)可以变 

换 为等价 的 正则形式 ．定 义 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


24 控 制 理 论 与 应 用 第 2O卷 

一  = 一  ¨  一 ， 

。： ： ¨ ~⋯bbkdk+l，  ̂ + ’ 

则 可以表示为 

(3．9) 

(3．10) 

( ， +。)=一 1 nTd + 1 n 
+ 。以+。， 

(3．11) 

令 

(n ，d +1)= d +1 n +1一 U (d ，d +1)， 

(3．12) 

由式(3．9)，(3．10)求解 n 和 d ，可得下列对偶方程 

． d +1= + G n +1， (3．13a) 

n =一 d +F n +1． (3．13b) 

其中 

= 一 K 6dJ‘， 

G = K ， 

E = 一 Kos 一 pM = 

这 些 矩 阵 称 为 区 段 矩 阵 ，将 式 (3．13)与 式 (2．12)比 

较可知其一致性 ．而 (n ，d +。)可表示为 

(n ，d )= 

一 l dIE~d +nI+l + 

1 
n
T 
+1 n +1． 

(3．15) 

从而得到与一类变量变分问题 (3．7)等价的两类变 

量变分问题 

【∑N-I( +。一(+。 一 1。Tnl d nl Ft,d 1 T d + I∑(+。 一(+。 一 。 + 
I=0 一 

1 n +。 +。))+-芝-1。
。TQ d0】=0． (3．16) 

这样式(3．4)可变换为等价的两类变量广义 Rayleigh 

商形式 

』D一  ． (3．17) 

其中 

。 ： ∑(nl+。d 一nl+。Ft,d + d E + 

1 
n1f+1 n +1)+ 1。。Tv。- d。， (3．18a) 

来计算最优 H 范数 ．因为 d∈ R／Vn ，一般来讲特 

征值问题(3．1)的维数会非常大 ，但这里仅需要计算 

一 阶特征值 ，所以应当选择适合这类问题的算法 ．本 

文采用扩展 Wittrick．Williams算法结合 2 类型的区 

段合并公式l_9]解决这一问题 ．通过定义 

d = F1d 
一 1+G1 nk， (3．19a) 

n 一

1= 一 E1d 
一 1+F n ， (3．19b) 

d +1= F2d +G1nk+1， (3．20a) 

n =一E1d +F n +1， (3．20b) 

d +1= Ffl 一1+ Gc +1， (3．2la) 

n 
一

1= 一 E。d 
一 1+FIn +l， (3．21b) 

可以导出下列合并公式 

Gc= G2+F2(G +E2) F ， (3．22a) 

E。= E1+ F (E +G1)～F1， (3．22b) 

Fc= F2( +G1E2)～F1． (3．22c) 

很明显 ，这种差分方程系数之间的关系不仅只对式 

(3．19)～(3．21)的情 况 成 立，任 意 两 个 相邻 区 

间 1和 2构成一个 区间 c时，对应的差分方程系数 

都有这一关系[ ． 

4 最优 H 范数计算(Computation of optimal 

H norm) 

4．1 Wittrick．Williams特 征值 计 数 定理 (wit— 

trick-Williams eigenvalue count theorem) 

对于广义特征值问题 

(K—pM) =0， (4．1) 

其 中 K>0，K ：K，M >0，M =M， ∈R ．若用 

s{A}表示对称矩阵 A的负特征值个数 ，并定义广义 

特征值问题(4．1)小于给定值 的特征值 P 数 目为 

其特征值计数 ，用 _，(P )表示 ，则有 

J(P#)= s{K—P#M}． (4．2) 

如果将式(4．1)中矩阵及向量分块表达为下列形式 

P【 M ab 。， 
(4．3) 

其中 。∈R ， 6∈R ．设 。=0，则有 

(Kb6一pM66)Xb= 0． (4．4) 

记式(4．4)小于 P 的特征值计数为 Jo(P )，并记 

D(P#)= 一P#M 一( 口6一P#M口6)(Kb6一 

吉 ． (3．18b) 贿 眠 帆 
比较式(3．17)及式(2．20)可知其形式与意义完全一 

致 ，所 以计算广义 Rayleigh商驻值 的算法也可以用 

J(p#)=Jo(』D#)+s{O(p#)}． (4．6) 

当 n一 ∞，以至 O(p)是 P的超越函数时上述等式 

铀 钆 

1  1  ． 

1  

( (  P (  

一 

0  E 
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-o， 7， 

Kbb

2

2

1
J 
fLxk 。， ⋯  

。2 一l J ‘ 

[ ： Kab l ·乏 ][≥ ]：0， f 。l 2+ 6l 62 ll I：， L 。2 62儿札+lj 

⋯ 4．㈣  
。2 62

儿  
+l 
J ‘ 

2一 

幽 【K 0】' 

考虑特征值 问题 (4．7)在约束 一l= Go —l， 

乏 一KbblI xk L l 。。 J 、 

[ 主 。乏 [≥j]=0Xk， l 。l 2+ 6l 62 If I=， L 2 62儿+l J 

Lx ⋯ 4 ， L 
。2 62 

J 
+ l 
J 、 

记其特征值计数为 Jo(』D )，显然有 

c l0]【 ． 

D(1D#)=G +El+F [G 一(，+E2 G1)一 G ]F1． 

储给定各时刻的系数矩阵 A ，D ，Ck， ． 
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1){E2=E；G2= G；F2=F；JR2=0；El=0； 

Gl= qo；F1： ，；JRI=0}； 

2)for(七= 1；七≤ K一1；七++){ 

{由式(3．22a)～(3．22c)，(4．27)计算 E ， 

G ，F 和 cc} 

{El=E ；Gl= Gc；Fl= ； 2=JRcc} 

if( >0){中断循环；选择较小的 yI2重 

新开始 }}； 

3)if(．，胁 >O) 

{y； 是 y。-Dt2的一个上界(upperbound)，在 

重新计算时应减小 } 

else 

{y； 为次 优参 数，是 y。-。2 的 一个 下界 

(1owerbound)} 

if(upperbound-lowerbound)>e(e是 预先 选 

定 的小正实数 ) 

{增加 y； 重新计算 } 

else 

{break}． 

迭代可以在满足精度要求后终止 ，并取 lowerbound 

作为 y ．另外 ，上述步骤中计算出的序列 G 就是 

Rieeati方程(2．17)的解矩阵 Q ，这与连续系统是一 

致 的[ ， ．对于给定的 y>y。。 ，当 Ⅳ趋向于无穷时， 

QⅣ趋近无限长时间问题 中Riccati代数方程的解 ． 

5 算例(Examples) 

第一个算例取 自文[3]，参数如下： 

r 0．5079 0．75941 r0．49211 

A L
． ． 

J’B 【0
． 75940 7594 0 2801 0 7594 J， L一 

． ． 

J L J 

C =[0 1]，日 =[1 0]． 

计算结果见表 1．当 Ⅳ逐渐增大时，最优 H 范数趋 

近于一个定值 ，这个值也是无限时间滤波 问题 的最 

优 H 范数 ． 

表 1 最优 H 范数 

Table 1 Optimal H norm 

第二个算例是将文[4]中例 2的连续系统离散 

化后的系统 ，原系统为 

= 【 -0 ：：】 +【。：。1 w4 3 1 0J， =l I +l I ， t 39． ．8J t ． 
y=[1．0 0．0] + ，z=[0．0 0．2] ． 

设输入端有零阶保持器，采样 时间为 T= 10／2 = 

0．078125。则离 散后 的系统 为 

『1．136 0．0951 『0．0031 

l 【3
．

729 1．495 J +【o
．

095 J Wk’ 

y =[1．0 0．0] + ， =lO．0 0．2j ． 

取 Ⅳ=27计算 ，得 y。m=1．69185．为进行比较 ，取同 

样长的时间段 ，即对原连续系统取 = 1O计算 ，得 

y =1．69183，可见按这里的采样间隔时两个结果 

是一致 的．这两个算例中均取 e=10Ï． 

6 结束语 (Conclusion) 

对于连续 H 滤波系统 ，y 是 Hamilton微分方 

程两端点边值问题 的一阶特征值 ，本文的研究进一 

步表明离散 H 滤波系统 的 y 与 Hamilton差分方 

程的一阶特征值之间也存在着同样 的对应关 系．另 

外 ，利用 Legendre变换及广义 Rayleigh商概念 ，本文 

还指出了 y 与矩阵广义特征值的对应关系．因为 

基于特征值计数 的扩展 Wittrick．Williams算法可 以 

方便地求解本文的特征值问题 ，所 以本文将其用于 

计算最优 H 范 数 ，并 给出 了特征值 计数 定理 的 

证 明 ． 
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f／s 

图 2 跟踪误差曲线 P2 

Fig．2 The racking error curve e2 

6 结论(Conclusion) 

本文首先对一类多输人多输出仿射非线性不确 

定性系统进行反馈线性化分析，然后对线性化后 的 

非线性系统设计了 自适应 H 控制器 ，同时把神经 

网络的逼近误差引入到 自适应率 中，加快了逼近速 

度 ，从而改变了系统的动态性能 ．最后通过一个机械 

手在水平位置上的运动实例验证了所设计控制器的 

有 效性 ． 
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