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(山东大学控制科学与工程学院,山东济南 250061)

摘要:对于含有随机因素的生产调度过程,期望值模型不能保证调度的鲁棒性. 本文借鉴机会约束规划思想,根
据随机参数概率分布的两种不同情况,提出了使期望值模型可行解满足鲁棒性能指标的充分条件,并据此构造了鲁
棒性约束,使解空间收缩,提高模型的鲁棒性. 仿真实验结果表明该模型在解决调度鲁棒性的问题方面是有效的.
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Expected value model of production schedule by
considering robustness constraints

DING Ran, LI Qi-qiang, SUN Tong-jing, YANG Jia-min
(School of Control Science and Engineering, Shandong University, Jinan Shangdong 250061, China)

Abstract: Stochastic phenomenon is prevalent in production processes, but expected value model cannot ensure the
robustness. Based on the chance constraints programming, the sufficient conditions according to two different kind of
probability distribution of the stochastic parameters are proposed and proved in this paper, under which the feasible so-
lutions can satisfy the robust index. The robustness constraints are then constructed to contract the feasible region and
improve the robustness of expected value model. Finally, the simulation results illustrate the validity of the improved
model.
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1 引引引言言言(Introduction)
生产调度过程中的各种不确定因素,使得由确定

性模型得到的优化调度难以达到预期的效果,甚至

不再可行. 如何处理这种不确定性问题,提高调度的

鲁棒性,引起了越来越多的关注[1∼3]. 优化后分析是

一种常用的方法[4∼5], 也有很多学者认为应该采取

更为主动的方法,使调度模型在一定程度上吸收不

确定因素,对模型的数据不那么敏感,解自然可以保

证一定鲁棒性[6∼8]. 通过建立适当的模型来提高调

度的鲁棒性是一种有效的手段.

随机因素是一种常见且典型的不确定因素,一般

用随机规划模型取代传统的数学规划模型来处理带

有随机因素的生产调度问题[9,10], 但处理起来十分

复杂. 因此在实际生产中,经常采用期望值模型,甚

至直接对随机参数取均值,这样建模和求解都相对

简单,但是不能保证鲁棒性.

本文针对含有随机参数的生产调度问题,根据约

束中随机参数的概率分布,构造了两种新的鲁棒性

约束,改进了原有的期望值模型,使解空间收缩,满

足一定的鲁棒性要求.

2 模模模型型型的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性(Robustness of model)
John M.Mulvey在文献 [11]中针对大规模系统建

立了鲁棒优化模型, 对解的鲁棒性做了如下定义:
如果最优解对于不确定参数的任何实现都保持接

近 (close)最优,则称其为解鲁棒 (solution robust);如
果几乎 (almost)总是可行的,则称为模型鲁棒.说明
解的鲁棒性有两种含义,一种是指最优性,一种是指
可行性. 在此基础上,本文对模型的鲁棒性做了相似
的定义.
定定定义义义 1 模型的鲁棒性. 对于含有不确定参数的
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优化问题,如果确定性模型的可行解对参数的任何
实现几乎 (almost)总是可行的,则称模型是鲁棒的.
其中“几乎总是可行的”是指当参数随机变化时,

在一定的概率条件下保证是可行解.

3 期期期望望望值值值模模模型型型的的的鲁鲁鲁棒棒棒性性性约约约束束束(Robustness
constraints of expected value model)
由于调度主要涉及一定时间内共享资源的可

用性和设备分配等问题, 因此大都形成混合整数
线性规划模型 (MILP)或混合整数非线性规划模
型 (MINLP) [12,13]. 对含有随机参数的线性问题, 期
望值模型可表示为



max z=
r∑

j=1
[cj +E(ζj)]xj +

n∑
j=r+1

[cj + E(ζj)]xj+

[c0 + E(ζ0)],
s.t.

r∑
j=1

[aij + E(ηij)]xj +
n∑

j=r+1
[aij + E(ηij)]xj−

bi + E(ξi) 6 0, i = 1, 2, · · · ,m,

xj > 0, j = 1, 2, · · · , n,

xj 取整数, j = 1, 2, · · · , r.
(1)

其中: xj为决策变量, cj, aij, bi为基本线性规划

模型中的价值系数、技术系数和右端常数.
ζj、ηij和 ξi为随机参数, 概率密度函数已知, 分别
为 θj(ζj), φij(ηij)和ϕij(ξi),所有的随机参数互相独
立. 假设所求得的最优 (或者满意)解为x∗, 相应的
目标 z∗. 为了描述方便, 本文后面的公式中将连续
变量和整数变量的求和项合并.
参照机会约束规划,对解的鲁棒性指标有如下的

定义.
定定定义义义 2 鲁棒性指标. 设x∗为预选用的解,

则Pr{[
n∑

j=1
(aij + ηij)x∗j − (bi + ξi)] 6 0} = γi,

i = 1, 2, · · · ,m称 γi为x∗对约束 i的鲁棒性指标.
令 γ = min

i
γi,称 γ为x∗对模型的鲁棒性指标.

参照式 (1)中的约束和定义 2, 对随机变量相对
其期望值进行平移,则相应的约束方程的可行机会
见式 (2):

Pr{[
n∑

j=1
(ηij − E(ηij)ij)xj − (ξi − E(ξi)i)] 6

[(bi + E(ξi))−
n∑

j=1
(aij + E(η)ij)xj]}. (2)

忽略原约束方程中边界上的点, 则式(2)可转化为
式(3):

Pr





(
n∑

j=1
(ηij−E(ηij)ij)xj−(ξi−E(ξi)i))

((bi+E(ξi))−
n∑

j=1
(aij + E(ηij))xj)

61





.

(3)

如果在原期望值模型中增加鲁棒性约束, 使得
式 (3)大于等于给定的鲁棒性能指标 γ∗i , 则修改后
的期望值模型可以满足鲁棒性要求. 下面分两种情
况进行讨论.

3.1 随随随机机机参参参数数数独独独立立立有有有界界界(Independent stochastic
parameter with finite bound)

Hoeffding 定定定理理理[14] 假设Y1, · · · , Yn是拥有零

均值的随机变量序列, 且 ai 6 Yi 6 bi, 1 6 i 6 n,

对任意的 δ > 0, 有不等式Pr(|
n∑

i=1
Yi| > δ) 6

2 exp{−2δ2/
n∑

i=1
(bi − ai)2}成立.

定定定理理理 1 对于MILP模型 (见式 (1))中的约束 i,

如果随机参数独立有界,则其满足鲁棒性指标的充

分条件为

1−2 exp



−2[(bi+E(ξi))−

n∑
j=1

(aij +E(ηij))xj]2

n∑
j=1

(dij−cij)2x2
j +(hi−li)2


>γ∗i.

(4)

证证证 由Hoeffding定理可得

Pr(
n∑

i=1
Yi 6 δ) > Pr(

∣∣∣∣
n∑

i=1
Yi

∣∣∣∣ 6 δ) >

1− 2 exp{−2δ2/
n∑

i=1
(bi − ai)2}. (5)

分析式 (3),对于某一特定的x,式中的随机变量可以

认为是
(ηij−E(ηij)ij)xj

((bi+E(ξi))−
n∑

j=1
(aij +E(ηij))xj)

, j =1, · · · , n,

(6)
−(ξi − E(ξi)i)

((bi + E(ξi))−
n∑

j=1
(aij + E(ηij))xj)

. (7)

如果原系统中的随机参数独立,且满足 cij 6 ηij 6
dij , j = 1, · · · , r, r + 1, · · · , n, li 6 ξi 6 hi. 可知,

对于某一特定的x, 式 (6) (7)所对应的随机变量满

足Hoeffding定理的条件.令 δ = 1, 将其代入式 (5),

可得:
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Pr

{(
n∑

j=1
(ηij−E(ηij)ij)xj−(ξi−E(ξi)))

((bi+E(ξi))−
n∑

j=1
(aij +E(ηij))xj)

61

}
>

1−2 exp

(−2[(bi+E(ξi))−
n∑

j=1
(aij +E(ηij))xj]2

n∑
j=1

(dij−cij)2x2
j +(hi − li)2

)
. (8)

显然,如果式 (8)右端> γ∗i ,左端必然也> γ∗i ,即满
足系统的关于约束 i的鲁棒性指标.证明完毕.
因此, 式 (4)可以作为随机参数有界时期望值模

型的鲁棒性约束.

3.2 随随随机机机参参参数数数单单单边边边有有有界界界(Independent stochastic
parameter with one-side bound)

Andreas定定定理理理[15] 令 {Yi}m
i=1为独立的随机变

量, E(Y 2
i ) < ∞. 设S = Σ iYi,且 δ > 0,若Yi 6 bi,

记σ2
i =E(Y 2

i )−[E(Yi)]2,则有不等式Pr{S−E(S)>
δ}6exp (−δ2/(2Σiσ

2
i +2Σi[bi−E(Yi)]2))成立.

定定定理理理 2 对于MILP模型 (见式 (1))中的约束 i,
随机参数独立, 且E(η2

ij) 6 ∞, ηij 6 dij , j =
1, · · · , r, r + 1, · · · , n, E(ξ2

i ) 6 ∞, −ξi 6 hi, 则
其满足鲁棒性指标的充分条件为

1− 2 exp





−[(bi + E(ξi))−
n∑

j=1
(aij + E(ηij))xj ]2

2(
n∑

j=1
D(ηij)x2

j + D(ξi) +
n∑

j=1
(dij − E(ηij))2x2

j + (hi − E(hi))2)





> γ∗i . (9)

证明过程与定理 1类似, 这里省略. 同理,
式 (9)可以作为随机参数单边有界时期望值模
型的鲁棒性约束.

4 应应应用用用举举举例例例(Example)
采用文献 [10]提供的例子. 某炼油厂冶炼两种

原油x1和x2, 提供两种产品 y1和 y2, 需提前制定
一周的生产计划. 假定相应的原料与产品的投入
产出比例关系为

π(x1, y1) = 2 + η1, π(x1, y2) = 3,

π(x2, y1) = 6, π(x2, y2) = 3.4− η2.

相应产品的需求随机变化, r1 = 180+ξ1, r2 =
162 + ξ2. 其中随机变量 η1服从均匀分布U(−0.8,

0.8), η2服从指数分布 exp (0.4), ξ1和 ξ2分别服从

正态分布N (0, 12)和N (0, 9). 根据概率论中
的“3σ规则”, 取 ξ1的上下界为 [−10.464, 10.464],
ξ2的下届为−9. 两种原油的最大供应量为 100.
求满足需求的原油的使用量,目标为总费用最低.
则期望值模型为



min f(X) = 2x1 + 3x2,

s.t.
E{(2 + η1)x1 + 6x2 − (180 + ξ1)} > 0,

E{3x1 + (3.4− η2)x2 − (162 + ξ2)} > 0,

x1 + x2 6 100, x1, x2 > 0.

(10)

根据模型中随机参数的概率分布情况, 在模
型 (10)的基础上, 分别为两个含有随机参数的
约束方程添加形如式 (4)和 (9)的鲁棒性条件约束

式 (11) (12), 设相应的鲁棒性能指标为 γ∗1 > 0.8,
γ∗2 > 0.7, γ∗ > 0.7, 得到改进的鲁棒期望值模型.
采用遗传算法进行求解:

1−exp(
−2× (2×x1+6x2−180)2

(0.8+0.8)2x2
1+(10.464+10.464)2

)>0.8,

(11)

1−exp(
−(3x1+3.4x2−162)2

2[(0.42x2
2+32)+(0−0.4)2x2

2+(9−0)2]
)>0.7.

(12)

如果直接把 γ1 = Pr{(2+η1)x1+6x2−(180+ξ1) >
0} > 0.8, γ2 = Pr{3x1+(3.4−η2)x2−(162+ξ2) >
0} > 0.7作为约束, 取代式 (10)中第 1至第 2条约

束建立模型,即成为机会约束规划模型,采用基于

随机模拟的遗传算法求解[10]. 对 3个模型的运算

结果见表 1.

对结果进行比较, 可知由期望值模型得到的

这个解虽然目标值较好, 但鲁棒性指标低, 不具

备实际应用价值. 机会约束规划模型计算时间较

长,而且随着模型规模的增大和随机参数的增多,

计算时间将令人难以忍受, 这对于调度问题来说

比较重要. 本文所提出的加入鲁棒性约束的期望

值模型,鲁棒性能指标从 0.12提高到 0.89,而且计

算速度快,与机会约束规划相比,从 133.514 s缩短

为 1.126 s, 弥补了基本期望值模型和机会约束规

划模型的缺点. 如果难以找到可行解或者所得解

的性能指标难以满足决策者的要求时, 则可以将

鲁棒性指标略微降低然后重新计算.
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表1 计算结果比较

Table 1 Comparison of computation results

模型 最优解(x1, x2) 目标值 γ1 γ2 γ 计算时间/ s

基本期望值模型 (32.14,19.28) 122.15 0.50 0.12 0.12
鲁棒期望值模型 (32.32,25.91) 142.37 1 0.89 0.89 1.126
机会约束规划模型 (31.92,22.65) 131.85 0.88 0.70 0.70 133.514

5 结结结论论论(Conclusion)
本文从模型鲁棒性的角度出发,提出了收缩期

望值模型解空间的方法, 借助机会约束规划的思
想,以及Hoeffding不等式和Andreas不等式,针对
随机参数的不同分布情况, 得到了使可行解满足
鲁棒性能指标的充分条件, 并以此作为附加鲁棒
性约束改进模型,可保证满足系统的鲁棒性指标.
虽然改进后的模型比基本期望值模型复杂, 但在
实际生产过程中, 模型中的参数不太可能同时变
化,因此实际模型要比理论分析的结果简单,并可
以借助各种现代智能优化算法, 计算时间也相对
较短,具备一定的实际应用价值.
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