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摘要:研究了不确定变时滞随机系统的鲁棒均方指数稳定性问题,不确定性是范数有界的. 通过构造Lyapunov泛
函,得到了基于线性矩阵不等式的鲁棒均方指数稳定的充分条件.最后给出实例加以验证所提出方法的有效性.
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Abstract: The problem of robust mean square exponential stability for uncertain stochastic systems with time-varying
delay is discussed. The uncertainty is assumed to be of norm-bounded form. The robust mean square exponential stability
condition is then derived on the basis of linear matrix inequalities by constructing Lyapunov-Krasovskii functional. Finally,
a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在工程、社会和经济领域的许多系统中,或多或

少会受到随机因素的干扰, 或在对系统的建模和量
测过程中存在随机误差. 因此,为了更好地描述实际
系统、研究系统的动态行为、稳定性和控制问题,有
必要对这些系统采用随机模型. 同时,在实际系统中
一般不可避免地具有时间滞后现象,时滞的存在常
常是导致系统不稳定的根源, 因而对于具有时滞的
随机系统的鲁棒稳定性的研究,具有非常重要的理
论意义和实际应用价值,故时滞随机系统的稳定性
研究已引起很多人的关注[1∼3].
事实上,尽管Itô引入随机积分后,随机系统的稳

定性理论得到了一定发展, 但由于随机Lyapunov稳
定性理论研究的限制,随机系统稳定性理论还远未
完善, 特别是关于时滞随机系统的稳定性的研究文
献较少. 直至1998年Hinrichsen首次提出利用线性矩
阵不等式研究随机系统H∞控制以来[4], 随机系统
的稳定性和控制问题引起了广泛研究. Mao研究了
半线性随机微分方程的指数稳定性[5], Yue用LMI开
始研究了带有非线性不确定时滞随机系统的鲁

棒稳定性[6], 随后Chen研究了多时滞不确定常时
滞随机系统的指数稳定性[7]. Wu得到了基于参数
依赖Lyapunov函数的时滞不确定随机系统的稳定
条件[8]. 本文在前人的基础上, 把自由权矩阵方
法[9∼11]运用到随机系统的稳定性分析中,研究了不
确定随机变时滞系统的鲁棒均方指数稳定性, 得到
了时滞相关的保守性小的充分条件.

2 系系系统统统描描描述述述(Systems descriptions)
考虑下列不确定变时滞随机系统:



dx(t) = [A(t)x(t) + B(t)x(t− τ(t))]dt+

g(t, x(t), x(t− τ(t)))dw(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0].

(1)

其中: 系统状态变量x(t) ∈ Rn, τ(t)为系统变时滞且
满足以下条件:

0 6 τ(t) 6 τ, τ̇(t) 6 µ. (2)

其中: τ和µ是常数且分别为τ(t)和τ̇(t)上界. w(t)
为定义在概率空间(Ω,F , {Ft}t>0,P)上的一维
零 均 标 准 维 纳 过 程, ϕ(t)是 定 义 在 时 域 区
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间L2
F0

([−τ, 0];Rn)上连续的初始实函数. 矩阵A(t)
= A+∆A(t), B(t) = B +∆B(t),其中A,B为已知

常数矩阵, ∆A(t)和∆B(t)代表系统模型中不确定
参数且满足下列匹配条件:

[∆A(t) ∆B(t)] = HF (t)[E1 E2]. (3)

其中: H, E1, E2为已知常数矩阵, F (t)为具有Lebes-
gue可测元素的适维时变未知矩阵,满足

FT(t)F (t) 6 I. (4)

g(t, x(t), x(t− τ(t))代表随机干扰不确定性,满足:

tr[gT(t, x, y)g(t, x, y)] 6 ||G0x||2 + ||G1y||2. (5)

其中G0, G1为已知常数适维矩阵.

定定定义义义 1 系统(1)是鲁棒均方指数稳定的, 若存
在常数α > 0, β > 0使得对t > 0有下式成立:

E‖x(t, ϕ)‖2 6 αe−βt sup
−τ6s60

E‖ϕ(s)‖2.

引引引理理理 1 设H , E分别是维数相应的实矩阵, 时
变矩阵F (t)满足FT(t)F (t) 6 I ,则有以下结论:

1) 对任意正实数ε > 0,有:

HF (t)E + ETFT(t)HT 6 εHHT + ε−1ETE.

2) 对任意正矩阵P ,有2xTy 6 xTP−1x+yTPy.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
在本节,将讨论不确定变时滞随机系统的鲁棒均

方指数稳定问题.

定定定理理理 1 对给定的τ和µ, 不确定变时滞随机系
统(1)是鲁棒均方指数稳定的,若存在对称正定阵P ,
R1, R2, Q, U,Xii,矩阵Xij , Ni, Mi, Ti (i < j, i, j =
1, 2, 3, 4),正常数ρ1, ρ2和ε满足以下LMIs:

Φ1 =




Φ11 TH N M

∗ −εI 0 0
∗ ∗ −U 0
∗ ∗ ∗ −U


 < 0, (6)

Φ2 =

[
X N

NT Q

]
> 0, Φ3 =

[
X M

MT Q

]
> 0, (7)

P 6 ρ1I, U 6 ρ2I. (8)

其中:

Φ11 = (Σij)4×4 + τX,

Σ11 = R1 + R2 + T1A + ATTT
1 + N1 +

NT
1 + ρGT

0 G0 + εET
1 E1,

Σ12 =−N1+M1+NT
2 +ATTT

2 +T1B+εET
1 E2,

Σ13 = −M1 + NT
3 −ATTT

3 ,

Σ14 = P + NT
4 + ATTT

4 − T1,

Σ22 = −(1− µ)R1 −N2 −NT
2 + M2 + MT

2 +

T2B + BTTT
2 + ρGT

1 G1 + εET
2 E2,

Σ23 = −M2 −NT
3 + MT

3 + BTTT
3 ,

Σ24 = −NT
4 + MT

4 + BTTT
4 − T2,

Σ33 = −R2 −M3 −MT
3 , Σ34 = −MT

4 − T3,

Σ44 = τQ− T4 − TT
4 , ρ = ρ1 + τρ2,

N = [NT
1 NT

2 NT
3 NT

4 ]T, T = [TT
1 TT

2 TT
3 TT

4 ]T,

M = [MT
1 MT

2 MT
3 MT

4 ]T.

证证证 建立如下Lyapunov函数

V (xt) = V1(xt) + V2(xt) + V3(xt) + V4(xt). (9)

其中:

V1(xt) = xT(t)Px(t) +
w t

t−τ(t)
xT(s)R1x(s)ds,

V2(xt) =
w t

t−τ
xT(s)R2x(s)ds,

V3(xt) =
w 0

−τ

w t

t+θ
yT(s)Qy(s)dsdθ,

V4(xt) =
w 0

−τ

w t

t+θ
tr[gT(s)Ug(s)]dsdθ.

且P , R1, R2, Q, U为对称正定阵. 为简洁起见,令:

y(t) = A(t)x(t) + B(t)x(t− τ(t)),

g(t) = g(t, x(t), x(t− τ(t))),

则式(1)可写成:

dx(t) = y(t)dt + g(t)dw(t). (10)

沿着系统(1)的轨迹,运用Itô微分法则,对式(1)取导,
得到微分生成算子L,

LV1 = xT(t)[2Py(t) + R1x(t)] + tr[gT(t)Pg(t)]−
(1− τ̇(t))xT(t− τ(t))R1x(t− τ(t)) 6
xT(t)[2Py(t)+R1x(t)]+ρ1[xT(t)GT

0 G0x(t)+

xT(t− τ(t))GT
1 G1x(t− τ(t))]−

(1− µ)xT(t− τ(t))R1x(t− τ(t)), (11)

LV2 = xT(t)R2x(t)− xT(t− τ)R2x(t− τ), (12)

LV3 = τyT(t)Qy(t)−
w t

t−τ
yT(s)Qy(s)ds =

τyT(t)Qy(t)−
w t

t−τ(t)
yT(s)Qy(s)ds−

w t−τ(t)

t−τ
yT(s)Qy(s)ds, (13)

LV4 = τtr[gT(t)Ug(t)]−
w t

t−τ
tr[gT(s)Ug(s)]ds6

τρ2[xT(t− τ(t))GT
1 G1x(t− τ(t))+
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xT(t)GT
0 G0x(t)]−

w t

t−τ(t)
tr[gT(s)Ug(s)]ds−

w t−τ(t)

t−τ
tr[gT(s)Ug(s)]ds, (14)

由式(10),对于任意合适维数的矩阵N , M和T ,有:

2ξT(t)N [x(t)− x(t− τ(t))−
w t

t−τ(t)
y(s)ds−

w t

t−τ(t)
g(s)dw(s)] = 0, (15)

2ξT(t)M [x(t−τ(t))−x(t−τ)−
w t−τ(t)

t−τ
y(s)ds−

w t−τ(t)

t−τ
g(s)dw(s)] = 0, (16)

2ξT(t)T [−y(t)+A(t)x(t)+B(t)x(t−τ(t))]=0,

(17)

其中ξT(t) = [xT(t), xT(t− τ(t)), xT(t− τ), yT(t)].
令式(17)左边为α(t),由引理1,对任意ε,有

α(t) 6 ξT(t)[TĀ + ĀTTT + ε−1THHTTT +

εĒTĒ]ξ(t), (18)

其中: Ā = [A B 0−I ], Ē = [E1 E2 0 0].
同样由引理1,对任意适维正定矩阵U和X ,有

−2ξT(t)N
w t

t−τ(t)
g(s)dw(s)6

ξT(t)NU−1NTξ(t) +w t

t−τ(t)
gT(s)dw(s)U

w t

t−τ(t)
g(s)dw(s), (19)

−2ξT(t)M
w t−τ(t)

t−τ
g(s)dw(s)6

ξT(t)MU−1MTξ(t) +
w t−τ(t)

t−τ
gT(s)dw(s)U

w t−τ(t)

t−τ
g(s)dw(s), (20)

0 = τξT(t)Xξ(t)−
w t

t−τ(t)
ξT(t)Xξ(t)ds−

w t−τ(t)

t−τ
ξT(t)Xξ(t)ds, (21)

由式(11)∼(21),加上以下两个等式

E
w t

t−τ(t)
gT(s)dw(s)U

w t

t−τ(t)
g(s)dw(s) =

E
w t

t−τ(t)
tr[gT(s)Ug(s)]ds,

E
w t−τ(t)

t−τ
gT(s)dw(s)U

w t−τ(t)

t−τ
g(s)dw(s) =

E
w t−τ(t)

t−τ
tr[gT(s)Ug(s)]ds,

可得

E{LV }6 E{ξT(t)Φ0ξ(t)} −w t

t−τ(t)
E{ξT(t, s)Φ2ξ(t, s)}ds−

w t−τ(t)

t−τ
E{ξT(t, s)Φ3ξ(t, s)}ds. (22)

其中:

Φ0 =Φ11+ε−1THHTTT+NU−1NT+MU−1MT,

ξT(t, s) = [ξT(t) yT(s)].

由Schur补性质, 可知式(6)等价于Φ0 < 0, 加上
式(7)可知Φ2 > 0, Φ3 > 0. 令λ = λmin{−Φ0},则由
式(22)可得

E{LV } 6 −λE{||x(t)||2 + ||x(t− τ(t))||2}. (23)

以下证明均方指数稳定性过程可采用文献[9]中方
法同样得证,故省去. 故由以上证明过程可知,不确
定随机变时滞系统是鲁棒均方指数稳定的.

证毕.

注注注 1 定理1给出了不确定变时滞随机系统(1)鲁棒均

方指数稳定的充分条件,且以线性矩阵不等式的形式给出,

便于利用MATLAB求解,同时可通过求解式(6)(7)得到系统

稳定的时滞的最大值. LMI有以下两个优点: 在解线性矩阵

不等式时,不需要预先调整任何参数和正定对称矩阵;可以

用基于凸优化技术的内点法求得LMI的可行解.

注注注 2 在大多数情况下, 时滞导数µ 是未知的, 故

令R1 = 0,可得到时滞依赖但变化率独立的如下推论.

推推推论论论 1 对给定的τ , 不确定随机变时滞系
统(1)是鲁棒均方指数稳定的,若存在对称正定阵P ,
R2, Q, U,Xii, 矩阵Xij, Ni, Mi, Ti, (i < j, i, j =
1, 2, 3, 4),正常数ρ1, ρ2和ε满足式(7) (8)和以下LMI:



Φ̄11 TH N M

∗ −εI 0 0
∗ ∗ −U 0
∗ ∗ ∗ −U


 < 0. (24)

其中:

Φ̄11 = (Σ̄ij)4×4 + τX,

Σ̄ij = Σij(i, j = 1, 2, 3, 4, (i, j) 6= (1, 1), (2, 2)),

Σ̄11 = R2 + N1 + NT
1 + T1A + ATTT

1 +

ρGT
0 G0 + εET

1 E1,

Σ̄22 = −N2 −NT
2 + M2 + MT

2 + T2B +

BTTT
2 + ρGT

1 G1 + εET
2 E2.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
考虑不确定随机系统,系统参数如下:

A =

[
−2 0

1 −1

]
, B =

[
−1 0
−0.5 −1

]
,

∆A(t) = ∆B(t) = 0.1sin(10t)I2,
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g(t, x, y)=
√

0.05diag{x1sin(x1y1) + x2sin(x2y2),

y1cos(x1y1) + y2cos(x2y2)}I2.

则系统满足(3)和(5)的相应参数为E1 = E2 = 0.1I2,
H = I2, G0 = G1 =

√
0.1I2.

求解LMIs(6)∼(8), 由定理1可得不同µ的相应最

大时滞,见表1. 当µ=0,即常数时滞时,可得当0 6 τ

6 1.4022, 系统(1)是鲁棒均方指数稳定的. 而文
献[5∼7]得到使系统(1)稳定的最大时滞见表2, 显
然比本文小, 所以本文得到的结果保守性比文
献[5∼7,11]小.

表 1 不同µ所得的最大时滞

Table 1 Maximum τ for different µ

µ 0 0.5 0.9 1 2

Yue[11] 1.1812 0.8502 0.4606 — —
定理1 1.4022 0.9805 0.9241 0.9212 0.9212

表 2 不同方法所得的最大时滞
Table 2 Maximum τ for different methods

方法 Mao[5] Yue[6] Chen[7] 定理1

τ 0.175 0.8635 1.1997 1.4022

当µ未知时, 由推论1求解LMIs(7), (8)和(24), 可
得当0 6 τ 6 0.9212, 系统(1)是鲁棒均方指数稳定
的.

若假设系统状态初始值x0 = [3,−3]T,且取τ =
1.4022,则仿真结果显示系统最终趋于稳定,见图1.

图 1 系统状态

Fig. 1 Sate of the system

5 结结结论论论 (Conclusion)
本文研究了一类不确定变时滞随机系统的鲁棒

指数稳定性, 得到了此系统鲁棒均方指数稳定的
充分条件, 且以线性矩阵不等式形式给出, 可以利
用MATLAB方便求解. 通过实例仿真, 验证了所提
出方法的有效性.
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