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摘 要: 针对属性值为区间灰数且部分权重信息已知的多属性决策问题,提出一种基于区间灰数的核和灰度的决策

方法. 根据专家评价值的取值范围设置区间灰数的取值论域,给出了区间灰数的基于核和灰度的简化形式,建立了普

通区间灰数到标准区间灰数的转化方法,分别基于标准灰数的核和灰度分别求取属性的权重,进而得到属性的综合

权重,并提出了一种基于标准区间灰数相对核的排序方法对方案进行排序.最后通过一个算例验证了所提出方法的

有效性和可行性.
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Abstract：：：In view of the multi-objective decision problem that the attribute values are interval grey numbers and the attribute

weights partially known, the multi-objective decision-making method based on the kernel and the degree of greyness of the

interval grey numbers is proposed. Considering the scope of the expert evaluation, the domain of discourse and the simplified

forms of the interval grey number based on the kernel and the degree of greyness of grey numbers are given. The conversion

method from the ordinary interval grey numbers to standard grey numbers is designed. The attribute weight vector is solved

respectively based on the kernel and the degree of greyness of the standard grey numbers. An ordering method based on

the relative kernel of the standard grey numbers is proposed and is used to sort the project. Finally, an example is given to

illustrate the feasibility and effectiveness of the proposed method.
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0 引引引 言言言

多属性决策问题广泛存在于经济、管理、工程和

军事等各个领域[1-4]. 在传统的决策模型中, 决策参

数通常被处理成确切的数值.然而, 由于社会经济系

统的复杂性以及人们认知能力的局限性,决策者往往

无法给出效果测度和指标权重的具体数值,只能给出

一个决策区间范围,区间范围的上下限表示决策者的

最保守及最乐观的看法,相应的决策问题也表现出某

种不确定性[5-7], 使得决策者不能按照确定性决策方

法进行决策, 因此不确定性决策的研究有着重要的

理论意义和应用价值.灰色系统理论是由邓聚龙教授

创立的用于解决现实世界不确定性决策问题的一种

方法,迄今有关这方面的研究已取得了一些进展[8-10].

文献 [11]研究了指标值为区间灰数的基于灰色区间

关联系数的特征向量决策方法;文献 [12]给出了判断

灰区间最优真值的方法,探讨了基于灰区间偏好的群
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体决策方法;文献 [13]研究了群体专家权重的确定方

法,构建了方案偏好和属性值均为区间数的多属性群

决策模型;文献 [14]构建了基于区间灰数相离度的灰

色区间关联系数及关联度,基于最小最大后悔值方法

对决策属性值为区间灰数且权重信息部分已知的灰

色多属性群决策问题进行了排序;文献 [15]用灰色矩

阵关联度法对风险型动态混合多属性决策进行了研

究.

自文献 [16]研究了区间数的比较以来,研究灰数

的文献大多借鉴区间数的方法,背离了区间灰数的本

质意义.目前, 以最能代表区间灰数的核和灰度去探

讨属性值为区间灰数的不确定性多属性决策问题的

研究尚未见报道.为此, 本文首先给出区间灰数的核

和灰度的定义以及区间灰数的简化形式,定义标准区

间灰数,通过区间灰数的论域将决策矩阵转化为标准

灰数的简化形式;在此基础上,建立非线性规划模型,

分别求得基于核的权重和基于灰度的权重,由此计算

出属性值的综合权重, 得出方案的综合评价值;给出

区间灰数的相对核和精度的排序方法,并据此选择最

优方案.

1 基基基本本本概概概念念念和和和定定定义义义

定定定义义义 1 [17] 设灰数⊗ ∈ [𝑎, 𝑏](𝑎 < 𝑏)产生的背景

或论域为Ω , 𝜇(⊗) = 𝑏− 𝑎为灰数⊗取值域的测度,在

缺乏灰数⊗取值分布信息的情况下,称 ⊗̂ =
1

2
(𝑎 + 𝑏)

为灰数⊗的核, 𝑔0(⊗) = 𝜇(⊗)/𝜇(Ω)为灰数⊗的灰度,

基于核和灰度的区间灰数⊗可以简记为 ⊗̂(𝑔0).

命命命题题题 1 [17] 对于区间灰数而言, 其简化形式既

包含区间灰数上限和下限的信息,又与区间灰数一一

对应,即区间灰数的简化形式与原区间灰数具有同等

的信息量.

给定区间灰数⊗ = [𝑎, 𝑏](𝑎 < 𝑏), 按照核和灰度

的定义可以分别计算出核和灰度,即可得到区间灰数

的简化形式; 反之, 当简化形式已知时, 则可以根据

核确定区间灰数核的中心位置,同时根据灰度计算出

区间灰数的测度,进而得到区间灰数取值的上限和下

限,从而得到区间灰数.区间灰数与其简化形式一一

对应.

定定定义义义 2 [17] 设Ω为灰数⊗的论域,当Ω ∈ [0, 1]

时,对应的灰数称为标准灰数.

命命命题题题 2 [17] 设⊗为标准灰数,则 𝑔0(⊗) = 𝜇(⊗).
显然,对于标准灰数,其灰度与灰数的测度完全

一致.

公公公理理理 1 (灰度不减公理)[17] 两个灰度不同的区

间灰数进行和、差、积、商运算时,运算结果的灰度不

小于灰度较大的区间灰数的灰度.

设有两区间灰数⊗1 ∈ [𝑎1, 𝑏1](𝑎1 < 𝑏1), 简记为

⊗̂1(𝑔0
1)

, ⊗2 ∈ [𝑎2, 𝑏2](𝑎2 < 𝑏2), 简记为 ⊗̂2(𝑔0
2)

, 则有如

下的运算法则[17]:

法法法则则则 1 ⊗̂1(𝑔0
1)
+ ⊗̂2(𝑔0

2)
= (⊗̂1 + ⊗̂2)(𝑔0

1

⋁
𝑔0
2)

;

法法法则则则 2 ⊗̂1(𝑔0
1)
− ⊗̂2(𝑔0

2)
= (⊗̂1 − ⊗̂2)(𝑔0

1

⋁
𝑔0
2)

;

法法法则则则 3 ⊗̂1(𝑔0
1)
× ⊗̂2(𝑔0

2)
= (⊗̂1 × ⊗̂2)(𝑔0

1

⋁
𝑔0
2)

;

法法法则则则 4 ⊗̂1(𝑔0
1)
/⊗̂2(𝑔0

2)
= (⊗̂1/⊗̂2)(𝑔0

1

⋁
𝑔0
2)

.

可以将灰数的运算法则推广到有限个灰数进行

和、差、积、商运算的情形.当若干个区间灰数进行

运算时, 首先对核进行相应运算,然后按照取大准则

得到运算结果的灰度, 从而得到运算结果的简化形

式[17].

区间灰数是由区间灰数的核和区间灰数的灰度

两个因素决定的, 因此, 区间灰数的比较既要考虑到

核,也要考虑到灰度.下面给出标准灰数的相对核的

概念.

定定定义义义 3 [18] 设灰数⊗为标准灰数, ⊗̂为标准灰
数⊗的核, 𝑔0(⊗)为标准灰数⊗的灰度,则称

𝛾(⊗) = 1

1 + 𝑔0(⊗)
为标准灰数⊗的精度,称

𝛿(⊗) = 𝛾(⊗)× ⊗̂
为标准灰数⊗的相对核.

定定定义义义 4 [18] 设标准灰数⊗1和⊗2的相对核分别

为 𝛿(⊗1)和 𝛿(⊗2),精度分别为 𝛾(⊗1)和 𝛾(⊗2),则:

1)若 𝛿(⊗1) > 𝛿(⊗2),则⊗1 ≻ ⊗2.

2)若 𝛿(⊗1) < 𝛿(⊗2),则⊗1 ≺ ⊗2.

3)若 𝛿(⊗1) = 𝛿(⊗2),则:

①若 𝛾(⊗1) > 𝛾(⊗2),则⊗1 ≻ ⊗2;

②若 𝛾(⊗1) < 𝛾(⊗2),则⊗1 ≺ ⊗2;

③若 𝛾(⊗1) = 𝛾(⊗2),则⊗1 = ⊗2.

当区间灰数的灰度为零时,区间灰数的比较便转

化为实数之间的比较.

2 基基基于于于核核核和和和灰灰灰度度度的的的区区区间间间灰灰灰数数数多多多属属属性性性决决决策策策

模模模型型型

2.1 问问问题题题描描描述述述

设不确定性多属性决策问题由𝑚个决策方案组

成的方案集为

𝑆 = (𝑠1, 𝑠2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚),

𝑛个评价指标组成的属性集为

𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛),
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属性权重为

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛).

其中: 𝜔𝐿
𝑗 ⩽ 𝜔𝑗 ⩽ 𝜔𝑈

𝑗 , 0 ⩽ 𝜔𝐿
𝑗 ⩽ 𝜔𝑈

𝑗 ⩽ 1,且
𝑛∑

𝑗=1

𝜔𝑗 =

1.决策者在 𝑗指标下对方案 𝑖的评价值为区间灰数

𝑥𝑖𝑗(⊗), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑥𝑖𝑗 = [𝑥𝐿
𝑖𝑗 , 𝑥

𝑈
𝑖𝑗 ],

其中𝑥𝐿
𝑖𝑗和𝑥𝑈

𝑖𝑗分别为方案 𝑠𝑖在指标 𝑐𝑗下的效果样本

值的下限和上限.则方案集𝑆对指标集𝐶 的效果样本

矩阵为

𝑋 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥11(⊗) 𝑥12(⊗) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥1𝑛(⊗)
𝑥21(⊗) 𝑥22(⊗) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥2𝑛(⊗)

...
...

. . .
...

𝑥𝑚1(⊗) 𝑥𝑚2(⊗) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑥𝑚𝑛(⊗)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[𝑥𝐿

11, 𝑥
𝑈
11] [𝑥𝐿

12, 𝑥
𝑈
12] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑥𝐿

1𝑛, 𝑥
𝑈
1𝑛]

[𝑥𝐿
21, 𝑥

𝑈
21] [𝑥𝐿

22, 𝑥
𝑈
22] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑥𝐿

2𝑛, 𝑥
𝑈
2𝑛]

...
...

. . .
...

[𝑥𝐿
𝑚1, 𝑥

𝑈
𝑚1] [𝑥𝐿

𝑚2, 𝑥
𝑈
𝑚2] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑥𝐿

𝑚𝑛, 𝑥
𝑈
𝑚𝑛]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

常用的评价指标的属性有两种: 一种是效益性属

性,其属性值越大越好;一种是成本型属性,其属性值

越小越好.为了消除量纲的影响,使各属性具有可比

性, 应对决策矩阵进行规范化.下面给出规范决策矩

阵的计算公式.

令𝑥−
𝑗 =min

𝑖
(𝑥𝐿

𝑖𝑗), 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

𝑥+
𝑗 =max

𝑖
(𝑥𝑈

𝑖𝑗), 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 𝑑𝑗 =𝑥+
𝑗

− 𝑥−
𝑗 称为 𝑗属性的极差, 取 𝑑𝑗为 𝑗属性的论域测度.

若指标 𝑗属于效益型指标,则

𝑟𝐿𝑖𝑗 =
𝑥𝐿
𝑖𝑗 − 𝑥−

𝑗

𝑑𝑗
, (1)

𝑟𝑈𝑖𝑗 =
𝑥𝑈
𝑖𝑗 − 𝑥−

𝑗

𝑑𝑗
; (2)

若指标 𝑗属于成本型指标,则

𝑟𝐿𝑖𝑗 =
𝑥+
𝑗 − 𝑥𝑈

𝑖𝑗

𝑑𝑗
, (3)

𝑟𝑈𝑖𝑗 =
𝑥+
𝑗 − 𝑥𝐿

𝑖𝑗

𝑑𝑗
. (4)

规范化后的决策矩阵为

𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[𝑟𝐿11, 𝑟

𝑈
11] [𝑟𝐿12, 𝑟

𝑈
12] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑟𝐿1𝑛, 𝑟

𝑈
1𝑛]

[𝑟𝐿21, 𝑟
𝑈
21] [𝑟𝐿22, 𝑟

𝑈
22] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑟𝐿2𝑛, 𝑟

𝑈
2𝑛]

...
...

. . .
...

[𝑟𝐿𝑚1, 𝑟
𝑈
𝑚1] [𝑟𝐿𝑚2, 𝑟

𝑈
𝑚2] ⋅ ⋅ ⋅ [𝑟𝐿𝑚𝑛, 𝑟

𝑈
𝑚𝑛]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

可以证明, 规范化后的决策矩阵元素为标准灰

数,且标准灰数的灰度与原区间灰数的灰度一致.

将决策矩阵𝑅转换成如下简化形式:

𝑅′ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⊗̂11(𝑔0

11)
⊗̂12(𝑔0

12)
⋅ ⋅ ⋅ ⊗̂1𝑛(𝑔0

1𝑛)

⊗̂21(𝑔0
21)

⊗̂22(𝑔0
22)
⋅ ⋅ ⋅ ⊗̂2𝑛(𝑔0

2𝑛)

...
...

. . .
...

⊗̂𝑚1(𝑔0
𝑚1)
⊗̂𝑚2(𝑔0

𝑚2)
⋅ ⋅ ⋅ ⊗̂𝑚𝑛(𝑔0

𝑚𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

2.2 指指指标标标权权权重重重的的的确确确定定定

由下面的规划模型LP1可求得基于核的权重:

LP1 min𝜙 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

⊗̂𝑖𝑗𝜔𝑗 ;

𝜔𝐿
𝑗 ⩽ 𝜔𝑗 ⩽ 𝜔𝑈

𝑗 ,

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 1.

由下面的规划模型LP2可求得基于灰度的权重:

LP2 min 𝜂 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝜇(⊗𝑖𝑗)𝜔𝑗 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑔0(⊗𝑖𝑗)𝜔𝑗 ;

𝜔𝐿
𝑗 ⩽ 𝜔𝑗 ⩽ 𝜔𝑈

𝑗 ,

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 1.

设由规划模型LP1求得的基于核的权重向量为

𝜔′ = (𝜔′
1, 𝜔

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔′

𝑛),

由规划模型LP2求得的基于灰度的权重向量为

𝜔′′ = (𝜔′′
1 , 𝜔

′′
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔′′

𝑛),

综合权重为

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛),

其中

𝜔𝑗 = 𝛽𝜔′
𝑗 + (1− 𝛽)𝜔′′

𝑗 , 0 < 𝛽 < 1, (5)

则方案 𝑠𝑖的综合属性值为

𝜎𝑖(⊗) = ⊗̂𝑖(𝑔0
𝑖 )
. (6)

其中: 𝜎𝑖(⊗)为区间灰数, 核为 ⊗̂𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

⊗̂𝑖𝑗𝜔𝑗 , 灰度

为 𝑔0𝑖 = max
𝑗

(𝑔0𝑖𝑗).

2.3 决决决策策策步步步骤骤骤

综上所述,基于核和灰度的区间灰数多属性决策

步骤如下.

Step 1: 根据决策问题构造评价值的样本矩阵;

Step 2: 求出决策矩阵的各属性的论域测度,并对

各指标进行规范化处理,求出规范化后的决策矩阵的

基于核和灰度的简化形式的决策矩阵;

Step 3: 根据规划模型LP1及LP2,求得基于核的

权重向量𝜔′ = (𝜔′
1, 𝜔

′
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔′

𝑛)以及基于灰度的权重

向量𝜔′′=(𝜔′′
1 , 𝜔

′′
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔′′

𝑛),并求出综合权重向量𝜔=
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(𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛);

Step 4: 求出方案的综合评价值,并对方案进行排

序.

3 算算算例例例分分分析析析

在复杂装备某关键器件供应商选择中,经过初步

调查,有 4家供应商𝑆 = (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4)入围,现对 4家

供应商进一步筛选.专家给出了 4个考核指标: 产品

质量 𝑐1,产品价格 𝑐2,产品竞争力 𝑐3,产品设计方案 𝑐4.

产品质量、产品竞争力和产品设计方案为效益型指

标,产品价格为成本型指标.下面根据所提出的方法

选择最优供应商.

Step 1: 根据调查所对应的各能力指数,建立评价

值样本矩阵如下:

𝑋 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[9.4, 9.8] [15.0, 15.6] [14.0, 15.0] [9.6, 9.8]

[9.2, 9.6] [15.0, 15.4] [15.5, 16.0] [9.3, 9.8]

[9.0, 9.4] [14.8, 15.2] [15.0, 16.0] [9.0, 9.4]

[9.1, 9.7] [14.5, 15.3] [15.5, 16.0] [9.2, 9.6]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 2: 求出各属性的论域, 并将决策矩阵规范

化. 规范化后的决策矩阵为

𝑅 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
[0.500 0, 1.000 0] [0.000 0, 0.545 5]

[0.250 0, 0.750 0] [0.181 8, 0.545 5]

[0.000 0, 0.500 0] [0.363 6, 0.727 3]

[0.125 0, 0.875 0] [0.272 7, 1.000 0]

→

←

[0.000 0, 0.500 0] [0.750 0, 1.000 0]

[0.750 0, 1.000 0] [0.375 0, 1.000 0]

[0.500 0, 1.000 0] [0.000 0, 0.500 0]

[0.750 0, 1.000 0] [0.250 0, 0.750 0]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

基于核和灰度的决策矩阵的简化形式为

𝑅′ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0.750 0(0.500 0) 0.272 7(0.545 5)

0.500 0(0.500 0) 0.363 6(0.363 6)

0.250 0(0.500 0) 0.545 5(0.363 6)

0.500 0(0.750 0) 0.636 4(0.727 3)

→

←

0.250 0(0.500 0) 0.875 0(0.250 0)

0.875 0(0.250 0) 0.687 5(0.625 0)

0.750 0(0.500 0) 0.250 0(0.500 0)

0.875 0(0.250 0) 0.500 0(0.500 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Step 3: 建立规划模型LP1和LP2,确定单目标优

化方程,采用Lingo软件求解,得到指标权重向量分别

为

𝜔′ = (0.4, 0.3, 0.2, 0.1),

𝜔′′ = (0.25, 0.15, 0.4, 0.2);

取 𝛽 = 0.5,得综合权重向量为

𝜔 = (0.325, 0.225, 0.3, 0.15).

Step 4: 方案的综合属性值为

𝜎(⊗) = [𝜎1(⊗), 𝜎2(⊗), 𝜎3(⊗), 𝜎4(⊗)] =
[0.511 4(0.545 5), 0.609 9(0.625),

0.466 5(0.5), 0.643 2(0.75)].

由定义 3可求得方案的综合属性值的相对核为

𝛿(⊗1) = 0.330 9,

𝛿(⊗2) = 0.375 3,

𝛿(⊗3) = 0.311 0,

𝛿(⊗4) = 0.367 5.

因为 𝛿(⊗2)>𝛿(⊗4)>𝛿(⊗1)>𝛿(⊗3),所以方案 2

最优.

4 结结结 论论论

对于权重信息部分已知且决策信息为区间灰数

的不确定性多属性决策问题,本文给出了规范决策矩

阵的计算公式,得到了标准区间灰数简化形式的决策

矩阵,充分利用了区间灰数的核和灰度的信息求取属

性的权重,利用同时包含核和灰度信息的相对核对标

准区间灰数进行排序;在此基础上, 提出了一种基于

核和灰度的区间灰数的决策模型.与其他模型相比,

该模型简洁合理, 所需计算量小, 并充分考虑了区间

灰数的特征,使得决策结果更为科学合理.

另外,本文模型可进一步扩展.由文中基于核和

灰度的权重的计算方法可见:如果对于所有方案某一

属性的属性值的核都较大, 则该属性的基于核的权

重较小; 如果对于所有方案某一属性的属性值的灰

度都较大,则该属性的基于灰度的权重较小. 因此,本

文方法可供重视核较小的、灰度较小的属性决策者

选用.同理, 如果将规划模型中的min𝜙,min 𝜂换成

max𝜙,max 𝜂,则可供重视核较大的、灰度较大的属性

决策者选用; 如果将规划模型中的min𝜙,min 𝜂换成

max𝜙,min 𝜂,则可供重视核较大的、灰度较小的属性

决策者选用; 如果将规划模型中的min𝜙,min 𝜂换成

min𝜙,max 𝜂,则可供重视核较小的、灰度较大的属性

决策者选用.决策者应根据实际情况选择合适的决策

方法进行决策.
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