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求解多目标优化问题的一种多子群体进化算法

张利彪 , 周春光 , 刘小华 , 许相莉 , 孙彩堂
(吉林大学 计算机科学与技术学院 , 长春 130012)

摘　要 : 提出一种新的多目标粒子群优化 (MOPSO)算法.根据多目标优化问题 (MOP)的特点 ,将一个进化群体分成

若干个子群体 ,利用非劣支配的概念构造全局最优区域 ,用以指导整个粒子群的进化.通过子群体间的信息交换 ,使

整个群体分布更均匀 ,并且避免了局部最优 ,保证了解的多样性 ,通过很少的迭代次数便可得到分布均匀的 Pareto

有效解集.数值实验表明了该算法的有效性.
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Abstract : A new MOPSO algorithm is proposed , which divides a evolutionary swarm into several subswarms based on

trait of MOP and uses Pareto dominance concept s to const ruct the globally optimal region. The region guides the

evolutionary of whole particle swarm. By the exchange informations among the particles , the whole particle swarm

dist ributes uniformly and avoides local optimum , and the diversity of the solution is ensured. The uniformly

dist ributed Pareto optimal set is obtained by a few iterations. Numerical simulations show the effectiveness of the

proposed algorithm.
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1　引　　言
　　在科学实践、工程系统设计及社会生产活动中 ,

许多优化问题都是多目标优化问题 (MO P)1 对于大
多数 MOP而言 ,各目标函数间可能是冲突的 ,这就

意味着 MO P不存在唯一的全局最优解使所有的目

标函数同时最优.但可能存在这样的解 :对一个或几

个目标函数不能进一步优化 ,而对其他目标函数不

至于劣化 ,这样的解称之为非劣最优解.由所有非劣

最优解组成的集合称为 MO P的非劣最优解集.因

此 ,求解 MOP实际上就是寻找非劣最优解集.传统

的求解 MO P的方法是将 MO P转化为单目标优化

问题来处理 ,但该方法要求对问题本身有很强的先

验认识 ,在现实中难以处理真正的 MOP.基于种群

操作的进化计算可隐并行地搜索解空间中的多个

解 ,并能利用不同解之间的相似性来提高其并发求

解的效率 ,因此进化计算非常适合求解 MO P.

粒子群优化 ( PSO ) 算法是由 Kennedy 和

Eberhart [1 ]于 1995年提出的一种进化算法.用 PSO

算法求解 MO P的算法称为多目标 PSO ( MOPSO)

算法. Fieldsend和 Singh[2 ]基于 PSO 算法 ,应用非

约束的存档方案和一个支配树的数据结构来求解

MOP. Coello 和 Lechuga [3 ]在非劣最优概念的基础

上 ,通过记录找到的非支配向量构成非支配集 ,并用

此集合中的解来指导其他粒子的飞行. Parsopoulos

和 Vrahatis[ 4 ] 应 用 权 重 聚 合 的 方 法 , Hu 和

Eberhart [5 ]应用动态邻近的 PSO 算法 ,来求解
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MOP.本文提出一种新的 MO PSO算法 ,根据 MOP

的特点 ,将一个进化群体在不同的子目标方向上分

成几个具有不同进化方向的子群体 ,并利用非劣支

配的概念定义了个体间的支配关系 ;然后找出每个

子群体中的最优非支配粒子 ,组成一个非支配集.非

支配集中的个体构成了一个全局最优区域 ,用以指

导整个粒子群的进化.该算法通过很少的迭代次数

便可得到分布均匀的 Pareto 有效解集.

2　多子群多目标 PSO算法
2. 1　多目标优化问题

通常一个 MOP可表示为

min y = f ( x) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f n ( x) ) ,

s. t . gi ( x) ≤0 . (1)

其中 :决策向量 x ∈Rm ,目标向量 y ∈ Rn , f i ( x) ( i

= 1 ,2 , ⋯, n) 是目标函数 , gi ( x) ≤0是约束条件.

定义 1　若 x 3 ∈Rm是搜索空间中一点 ,则 x 3

为非劣最优解 ,当且仅当不存在 i (在搜索空间中)

使得 f i ( x) < f i ( x 3 ) 成立.

定义 2　由所有非劣最优解组成的集合称为

MOP的非劣最优解集 ,也称为可接受解集或有效解

集.

相应非劣最优解的目标向量称为非支配目标向

量.所有非支配的目标向量构成 MO P的非劣最优

目标域.由于向量的大小比较是偏序关系 ,下面给出

非劣最优解向量间的支配关系的定义 :

定义 3　设 u , v ∈Rm ,则向量 u支配向量 v ,记

为 u ; v , 当且仅当

f i ( u) ≤ f i ( v) , Πi ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} ;

f j ( u) < f j ( v) , ϖ j ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} .

　　由非支配向量组成的集合称为非支配集.

2. 2　标准 PSO算法

在 PSO算法中 ,如果设粒子的群体规模为 N ,

则第 i ( i = 1 ,2 , ⋯, N) 个粒子的位置可表示为 x i ,

其个体极值记为 pBest i
,其速度用 v i 表示 ,群体的全

局极值用 gBest 表示.所以任一粒子 i将根据下式更

新自己的速度和位置[1 ] :

v i ( t + 1) =

wv i ( t) + c1 r1 ( t) ( pBest i
( t) -

x i ( t) ) + c2 r2 ( t) ( gBest ( t) - x i ( t) ) , (2)

x i ( t + 1) = x i ( t) + vi ( t + 1) . (3)

其中 :c1 和 c2 为常数 ,称为学习因子或加速系数 ,通

常取值为 2 ; r1 和 r2 是 (0 ,1) 上的随机数 ; w 是惯性

权重.

每个粒子的个体极值按下式更新 :

　　　　pBest i
( t + 1) =

　　　　
x i ( t + 1) , x i ( t + 1) ≥ pBest i

( t) ;

pBest i
( t) , x i ( t + 1) < pBest i

( t) .
(4)

所有粒子的全局极值按下式选取 :

gBest ( t + 1) = max ( pBest i
( t + 1) ) ,

i = 1 ,2 , ⋯, N . (5)

每个粒子的速度 v i 的值被限定在 [ - vmax , vmax ]内 ,

vmax 的值通常取搜索空间的宽度.惯性权重 w 的设

置通常是从 0 . 9线性减小到 0 . 2 .

2 . 3　相关定义

MOP和单目标优化问题是有本质区别的 ,所以

不能直接应用 PSO 算法来处理 MO P ,但可通过设

计一些特殊的进化操作来指导搜索过程 ,也可设计

好的适应度排序策略加以实现.为此本文首先给出

如下定义 :

设 x为群体 S 中任一个体 , f i ( x ( t) ) 是 x在第 t

次迭代时对第 i个目标函数的值.

定义 4　在某次迭代过程中 ,若 x 对所有目标

函数的值全部变优 ,则称 x为此次迭代过程中的全

优个体.由全体全优个体组成的群体称为全优子群

体 ,用 S + 表示 ,即

f i ( x ( t + 1) ) < f i ( x ( t) ) ,

Π i ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} . (6)

　　定义 5　在某次迭代过程中 ,若 x 只对某一目

标函数的值变优 ,则称 x 为此次迭代过程中这一目

标函数方向上的半优个体.由全体半优个体组成的

群体称为半优子群体 ,用 S k 表示 ,即

f k ( x ( t + 1) ) ≤ f k ( x ( t) ) ,

ϖ k ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} . (7)

　　定义 6　在某次迭代过程中 ,若 x 对所有的目

标函数的值全部变差 ,则称 x 为此次迭代过程中的

全劣个体.由全体全劣个体组成的群体称为全劣子

群体 ,用 S - 表示 ,即

f i ( x ( t + 1) ) > f i ( x ( t) ) ,

Π i ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} . (8)

　　定义 7　设 x和 y 是群体中的任意两个个体 ,

称 x支配 y 必须满足 :

1) 对所有目标函数 x不比 y 差 ,即

f i ( x) ≤ f i ( y) , i ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} ; (9)

　　2) 至少存在一个目标函数使 x比 y 好 ,即

f k ( x) < f k ( y) , ϖ k ∈{ 1 ,2 , ⋯, n} . (10)

2 . 4　算法的提出

为尽可能得到或接近非劣最优解 ,反映到目标

函数空间 ,要求粒子在非劣最优面上的分布尽可能

均匀 ,也就是算法必须保证在决策变量空间中解的

多样性.

当然 ,一个群体要想均匀地飞向非劣最优目标
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域 ,不能只根据支配关系来判断解的优劣 ,否则很容

易收敛到局部区域 ,难以保证解的多样性.因此本文

提出用多个子群体的方法来保证整个群体的多个进

化方向 ,而在子群体内部再判断个体间的支配关系.

对两个目标函数的多目标问题而言 ,根据定义 4 ～

6 ,在迭代过程中 ,可将一个进化群体分为 4个子群

体 :全优子群体 S + , f 1 ( x) 方向半优子群体 S1 ,

f 2 ( x) 方向半优子群体 S2 和全劣子群体 S - .

得到分类子群体后 ,根据定义 7找出每个子群

体中的全局最优个体 ,它们构成一个非支配集.在非

支配集中的这些子群体全局最优个体将构成一个此

次迭代的全局最优区域 ,只要算法能保证整个群体

将飞向这个区域 ,那么由于该区域在迭代过程中的

不断变化 ,它就可以涵盖整个非劣最优区域.因此 ,

可从该支配集中选出用于更新整个粒子群体的全局

最优解 gBest ,显然它代表了所有可能好的飞行方向.

图 1　子群体及全局最优区域

以两个目标函数的多目标问题为例 ,如图 1 所

示.区域 1和 2分别是某两次迭代后由 3个子群体全

局最优个体组成的目前好的区域 ,而整个群体将在

全局最优解 gBest 的指导下分别飞向这两个区域附

近 ,进而由于最优区域的不断变化 ,粒子最终会分散

飞向非劣最优目标域.另外 ,整个群体在每次迭代后

都要进行重分类 ,这可保证在子群体间交换个体的

产生 ,使整个群体分布更均匀 ,避免局部最优的出

现.对于每次迭代时产生的全劣个体 ,算法会将其抛

弃后重新生成 ,进一步保证群体的多样性.各子群体

间存在信息的交换 ,因此不能根据某一次的分类子

群体而最终决定一个粒子的优劣 ,即每个粒子的原

有特性也具有很高的参考价值 ,所以为了保证每个

子群的原有特性 ,个体极值 pBest 应选取子群体中个

体的原有个体极值 ,以保证群体多样性不丢失.对于

S - 中的粒子要全部重新随机生成 ,进一步保证粒子

的搜索能力.

2 . 5　算法流程

下面以两目标函数优化为例给出算法流程 :

Step1 : Init () ;/ / 初始化粒子群 ,包括群体规模

N ,粒子的位置 x i ,速度 vi ;

Step2 : Fit ness1 i = f 1 ( x i ) , Fit ness2 i =

f 2 ( x i ) ; / / 计算对各个目标函数的适应度值 ;

Step3 : BakFit1 = Fit ness1 , BakFit2 =

Fit ness2 ; / / 备份适应度值 ;

Step4 : pBest i
= Optimum ( f ( x i ) ) , gBest =

Optimum ( f ( x) ) ;/ / 以加权方式得到初始 pBest i
和

gBest ;

Step5 : x′i = Renewal ( x i ) ; / / 根据标准 PSO算

法更新粒子群 ;

Step6 : Dividing_Swarm ( ) ; / / 根据定义 4～ 6

得到 4个子群体 ;

Step7 : Find_Best ( ) ; / / 根据定义 7 找到全局

最优区 ,得到新的全局极值和个体极值并更新全劣

子群体 ;

Step8 : x i = Renewal ( x′i ) 用 Step7所得的 gBest

和 pBest i
,更新每个粒子速度 v i 和位置 x i ;

Step9 : 如果满足中止条件 ,则退出 ;否则返回

Step6 .

3　数值实验
3 . 1　测试函数及相关参数设置

使用表1中的两个函数[6 ,7 ]进行测试.对于 PSO

算法的参数 ,给定学习因子 c1 = c2 = 0 . 5 ;惯性权重

从 0 . 9线性减小到 0 . 2 ;V max 为搜索空间的宽度 ,根

据各目标函数的可行域 ,其取值也一同在表 1 中给

出.

表 1　测试函数

序号 函 　　数 可行域 V max

1
min f 1 = x2

min f 2 = ( x - 2) 2
[ - 5 ,7 ] ±12

2 min f 1 ( x) =

- x , x ≤1

- 2 + x , 1 < x ≤3

4 - x , 3 < x ≤4

- 4 + x , x > 4

[ - 5 ,10 ] ±15

min f 2 ( x) = ( x - 5) 2

3 . 2　测试结果

测试函数 1 :初始群体选取 100个粒子 ,算法迭

代 20次后 ,100个粒子全部是满足条件的解 ,且分布

图 2　测试函数 1所得 Pareto曲线
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非常均匀.由所有解绘制的 Pareto曲线如图 2所示.

图 3给出了各子群体中的个体数随迭代次数变化的

情况.

图 3　测试函数 1中子群体规模的变化曲线

测试函数 2 :初始群体选取 100个粒子 ,算法迭

代 50次后 ,100个粒子全部是满足条件的解.由所有

解绘制的 Pareto曲线如图 4所示.可以看出 ,形成了

分布很均匀的非劣最优面.图 5 给出了各子群体中

的个体数随迭代次数变化的情况.

图 4　测试函数 2所得 Pareto曲线

图 5　测试函数 2中子群体规模的变化曲线

3 . 3　结果分析

在目标函数空间中 ,非劣最优目标域是适应度

值区域的边界 ,也就是有效界面.对实验中的二维最

小化情况 ,有效界面应是适应度值的左下边界.由图

2和图 4可看出 ,两个测试函数都准确地给出了有效

界面 ,算法都得到了完整的 Pareto 曲线. 而且目标

向量均匀准确地分布在有效界面上 ,全部初始粒子

最终都全部均匀地分布在有效解集中 ,所用迭代次

数非常少.

由图 3和图 5 可明显看出 ,本文构造的子群体

对解的多样性的影响 ,也可看出各子群体间存在的

粒子交换行为.对于测试函数 1 , S1 和 S2 子群体的

数目维持在 10～ 20个之间 ,虽有波动 ,但整体表现

比较稳定 ,而迭代过程中 S + 子群体则呈现快速上

升.显然 , S1 和 S2 子群体的波动说明了子群体间的

信息交换 ,同时 S + 子群体数目的上升体现了 S - 子

群体中个体在不断减少 ,说明粒子的高速收敛过程.

从迭代曲线分析可以看出 ,算法每次迭代都通过保

持子群体的形态来保证解的多样性 ,并且有很快的

收敛速度.对于测试函数 2 , S1 和 S2 子群体的平均

数目维持在 16个左右 ,并有上下波动.同测试函数 1

一样 ,从图中可以看出 ,在迭代 50 次后全劣个体基

本不存在了 ,这时所有个体全部成为可行解 ,体现为

S1 , S2 , S + 子群体.当然这 3个子群体间数目的变化

及整体的变化趋势 ,表明了进化过程中不同的进化

方向 ,进而保证了粒子在有效集中的分布 ,在目标函

数空间中体现为 Pareto曲线分布均匀准确.

4　结 　　语
　　本文算法根据 MOP的特点 ,将一个进化群体

在不同的子目标方向上分成了几个具有不同进化方

向的子群体 ,并利用非劣支配的概念定义了个体间

的支配关系 ;然后找出每个子群体中的最优非支配

粒子组成一个非支配集.非支配集中的个体构成了

一个全局最优区域 ,用以指导整个粒子群的进化.算

法中群体在每次迭代后都要重新分类 ,以保证子群

体间的信息交换 ,使整个群体分布更均匀 ,避免了局

部最优 ,从而保证了解的多样性. 该算法利用了

PSO算法快速收敛的优点及全局极值和个体极值

的导向作用 ,通过很少的迭代次数便可得到分布均

匀的 Pareto有效解集.数值实验表明了算法的有效

性.对算法的收敛性分析是本文的进一步工作.
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0 . 331 61 ,最大散布范围为 191 .表 3中数据表明 ,元

胞蚂蚁算法的结果均优于文献 [4 ] 的结果 ,能很好

地逼近 Pareto 的前沿.

表 3　编号 2的函数与文献[4 ]中算法的比较

算法
迭代

次数

解的

个数
间距 S

最大散布

范围 D

NSGA Ⅱ 10 97 0 . 85 115 . 44

文献[4 ]算法 10 238 0 . 37 142 . 59

本文算法 10 468 0 . 33 191

　　图 3给出了编号 3的测试函数在每个区域放 5

个蚂蚁且迭代 200次后的求解结果.获得 Pareto 解

的个数为 98个 ,解的间距为 0 . 008 6 ,最大散布范围

为 1 . 429 6 .表 4中数据表明 ,本文算法和文献[4 ]的

结果较为接近 ,都能较好地逼近 Pareto的前沿.

图 3　编号 3函数的求解结果

表 4　编号 3的函数与文献[4 ]中算法的比较

算法
迭代

次数

解的

个数
间距 S

最大散布

范围 D

NSGA Ⅱ 100 78 0 . 007 8 1 . 21

文献[4 ]算法 100 136 0 . 005 1 1 . 41

本文算法 200 98 0 . 008 6 1 . 43

4　结 　　语
　　本文基于元胞自动机的区域演化规则 ,提出了

用于求解多目标函数优化的元胞蚂蚁算法.将演化

规则与信息素释放相结合 ,可更好地引导蚂蚁的行

走方向.算例求解与测试结果表明 ,本文算法能很好

地逼近 Pareto 前沿 ,同时具有一定的散布广度.
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