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Abstract:  This paper proposes an approach, namely the arena’s principle (AP), to construct the Pareto optimal 
solutions by utilizing features of the multi-objective evolution. It is proved that the AP works correctly and its 
computational complexity is O(rmN) (0<m/N<1). Theoretically, when AP is compared with Deb’s algorithm and 
Jensen’s algorithm (their computational complexity are O(rN2) and O(Nlog(r−1)N) respectively), AP is better than 
Deb’s, and is also better than Jensen’s when the objective number r is relatively large (such as r≥5). Moreover, AP 
performs better than the other two algorithms when m/N is relatively small (such as m/N≤50%). Experimental 
results indicate that AP performs better than the other two algorithms on the CPU time efficiency. In applications, 
AP can be integrated into any Pareto-based MOEA to improve its running efficiency. 
Key words:  multi-objective evolution; arena’s principle; non-dominated set; Pareto optimal solutions; running 

efficiency 

摘  要: 针对多目标进化的特点,提出了用擂台赛法则(arena’s principle,简称 AP)构造多目标 Pareto最优解集的方
法,论证了构造方法的正确性,分析了其时间复杂度为O(rmN)(0<m/N<1).理论上,当AP与Deb的算法以及 Jensen的
算法比较时(它们的时间复杂度分别为 O(rN2)和 O(Nlog(r−1)N)),AP优于 Deb的算法;当目标数 r 较大时(如 r≥5),AP
优于 Jensen 的算法;此外,当 m/N 较小时(如 m/N≤50%),AP 的效率与其他两种算法比较具有优势.对比实验结果表
明,AP具有比其他两种算法更好的 CPU时间效率.在应用中,AP可以被集成到任何基于 Pareto的MOEA中,并能在
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较大程度上提高MOEA的运行效率. 
关键词: 多目标进化;擂台赛法则;非支配集构造方法;Pareto最优解集;运行效率 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

进化算法(evolutionary algorithm,简称 EA)因其具有解决高度复杂的非线性问题的能力,引起了科学研究和
实际应用各个层面的极大兴趣.现实世界中的许多实际问题一般都是多属性的,通常是对多个目标的同时优化,
因此,近年来,多目标进化算法(multi-objective evolutionary algorithm,简称 MOEA)的研究进入了快速发展阶段. 

文献[1]等将多目标进化算法分为 3 大类:Priori 技术,Progressive 技术和 Posteriori 技术.Priori MOEA技术
在 MOEA搜索之前就输入决策信息,然后通过 MOEA运行产生一个解提供给决策者;而 Posteriori MOEA技术
则通过运行MOEA产生一组解供决策者选择;Progressive MOEA技术则是通过决策者与MOEA搜索过程的不
断交互实现的.目前,MOEA的研究主要集中在 Posteriori技术[1,2]方面.Posteriori技术又分 4类方法:Independent 
sampling,Criterion selection,Aggregation selection,和 Pareto sampling.其中,基于 Pareto的方法目前最为活跃.这
类方法的共同特点是,在进化过程中,通过构造当前进化群体的 Pareto 最优解集(即非支配集),并使之不断逼近
True Pareto最优解集来实现;这类方法的优点是通用性较好,其不足是运行效率不高. 

基于 Pareto 的典型算法主要有:PESA(the Pareto envelope-based selection algorithm for multi-objective 
optimization)[3],PAES(the Pareto archived evolution strategy)[4],IS-PAES(inverted-shrinkable PAES)[5],Fonseca和
Fleming 的 MOGA(multi-objective genetic algorithm)[6],Horn 和 Nafpliotis 的 NPGA(a niched Pareto genetic 
algorithm for multiobjective optimization)[7],Zitzler和 Thiele的 SPEA(strength Pareto evolutionary algorithm)[8,9], 
Deb的 NSGA-II(non-dominated sorting in genetic algorithm)[10].这些算法构造非支配集的时间复杂度均不低于
O(rN2),其中,r 为目标数,N 为群体规模.Deb 提出了多种构造非支配集的方法[10,11],其时间复杂度均为 O(rN2).此
外,Jensen 于 2003 年提出了一种采用递归构造非支配集的方法[12],其时间复杂度为 O(Nlog(r−1)N).目前,Deb 在
NSGA-II中提出的构造非支配集的方法和 Jensen的方法被认为是最具代表性的两类方法. 

由于在基于 Pareto 的方法中每一次迭代操作(即每一代进化)都要构造当前进化群体的非支配集,因此,构
造非支配集的速度直接影响到 MOEA 的运行效率.为此,本文讨论一类基于擂台赛法则的构造进化群体 Pareto
最优解集的方法. 

1   多目标进化个体之间的关系 

一个多目标优化问题可描述如下: 
给定决策向量 X=(x1,x2,…,xn),它满足下列约束: 

 gi(X)≥0, i=1,2,…,k (1) 
 hi(X)=0, i=1,2,…,l (2) 

设有 r个优化目标,且这 r个优化目标是相互冲突的,优化目标可表示为 

 ))(),...,(),(()(Min 21 XfXfXfXf r=  (3) 

寻求 ,使),...,,( **
2

*
1

*
nxxxX = )( *Xf 在满足约束(1)和约束(2)的同时达到最优. 

我们这里所讲的最优,是由 Vilfredo Pareto 在 1896 年提出来的,故称之为 Pareto 最优解(Pareto optimum 
solution),定义如下: 

我们称 X*∈F是最优解,若∀X∈F满足 
或者 

 ,I={1,2,…,r} (4) ))()(( *XfXf iiIi
=∧

∈

或者至少存在一个 j∈I,使 
 fj(X)>fj(X*) (5) 
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其中,F是满足式(1)和式(2)的可行解集,即 

F={X∈Rn|gi(X)≥0,i=1,2,…,k;hj(X)=0,j=1,2,…,l}. 
通常情况下,最优解不只一个,而是一个最优解集(Pareto optimal solutions).我们所做的工作是,构造非支配

集(non-dominated solutions或 non-inferior solutions),并使非支配集不断逼近 Pareto最优解集,最终达到最优.值
得说明的是,本文所用到的术语“最优解”指的是 Pareto 最优解,“非支配个体”不一定是 Pareto 最优解.只有当算
法收敛时,“非支配个体”才是 Pareto最优解. 

在多目标进化群体中,或对一个给定的多目标可行解集,个体之间的关系不同于单目标情况下的大小关系.
对于个体 x与个体 y,或者 x支配 y,或者 y支配 x,或者 x与 y之间相互不被支配.为了描述方便起见,下面给出有
关定义. 

定义 1. 设 P为一个集合,其大小为 N,P中每个个体均有 r个属性,fk()是每个属性的评价函数(k=1,2,…,r),P
中个体之间的关系定义为: 

(1) 支配关系:x,y∈P,若 fk(x)≤fk(y),k=1,2,…,r;且∃l∈{1,2,…,r},使 fl(x)<fl(y),则称 x 支配 y,表示为 x y.此时,
称 x为非支配的(non-dominated),y为被支配的(dominated),其中,“ ”是支配关系(dominated relation). 

(2) 不相关:x,y∈P,若 x和 y之间不存在支配关系,则称 x和 y不相关或无关. 
定义 2. 对于给定个体 x∈P,若 ∃/ y∈P,使 y x,则 x称为集合 P的非支配个体.由所有 P的非支配个体组成的

集合,称为 P的非支配集. 
定义 3. 设 Nds是 P的非支配集,Nds⊆P,∀x∈P,若 x是 P的非支配个体,必有 x∈Nds,则称 Nds是 P的最大非

支配集. 
定义 4. 称 x*是偏序集(P, )中的最小元素,若在 P中不存在任何其他 x比 x*更小,即 x∈P,使 x x∃/ *.所有最

小元素的集合表示为 M(P, ). 
定义 5. 设 x∈M(P, ),Cluster(x)={y|x y,y∈P}是以 x为最小元的族. 
在此需要说明的是,M(P, )即为 P的非支配集,M(P, )中所有个体之间是互不相关的[13]. 

2   Deb和 Jensen的工作 

Deb在文献[11]中提出了一类构造非支配集的算法,其时间复杂度为O(rN2),其中,r为目标数,N为群体规模. 
Deb在文献[10]中提出了改进方法,见算法 1.虽然其时间复杂度仍为 O(rN2),但实际运行效率有较大提高. 

算法 1. 构造进化群体的非支配集,结果放在 P′中. 
P′=find-nondominated-front(P) 
P′={1}      将第 1个个体 p放入 P′中 
For each p∈P∧p∉P′    每次取 1个个体 

P′=P′∪{P}     将个体 p放入 P′中(临时) 
For each q∈P′∧q≠P   比较 p与 P′中其他个体 q之间的支配关系 

If P q, then P′=P′\{q}  若 p支配 q,则删除 q 
Else q p, then P′=P′\{q} 若 q支配 p,则删除 p 

Jensen基于分治技术(divide and conquer),采用递归的方法(recursive procedure),于 2003年提出了一类构造
非支配集的算法,其时间复杂度为 O(Nlog(r−1)N),其中,N 为进化群体的规模,r 为目标数.Jensen 的算法比较复杂,
由 4 个模块组成 :主过程 Non-dominated-sort(S,r),第 1 层递归模块 ND-helper_A(S,r),第 2 层递归模块
ND-helper_B(L,H,r),以及针对二维情况的 Non-dominated-sort-on-2D(S),这里,S为进化群体. 

在主过程中,对每个个体 s∈S 设置一个函数值 f[s](初始时,f[s]=1),用于表示该个体所对应的边界层次.通过
调用 ND-helper_A(S,r),使 f[s]返回个体 s 所对应的边界层次.显然,所有 f[s]=1(s∈S)的个体 s 均为非支配的.但当
待优化问题只有两个目标时(即 r=2),则作为特殊情况处理,直接调用算法 Non-dominated-sort-on-2D(S),而无须
递归调用. 
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在递归过程 ND-helper_A(S,r)中,r个子目标分别表示为 x1...xr.当 S中只有两个个体时(即|S|=2),则将这两个

个体进行比较.若 s1支配 s2,则令 f[s2]=max(f[s1]+1,f[s2]);若 s2支配 s1,则令 f[s1]=max(f[s1],f[s2]+1).当 S 中个体大 

于 2时,则将 S分割为两个大小相等的子集 L和 H,即 set(L,H)=split(S, ,r).分割时,取第 r个目标的中值 ,

然后将所有第 r 个目标值小于等于 的个体放入 L 中,高于 的则放入 H 中.由此可知,L 中的任何一个个 

split
rx split

rx
split
rx split

rx

体均不被 H 中个体所支配,因为有:∀s1∈L∧∀s2∈H⇒xr(s1)<xr(s2).这样,通过进一步递归调用 ND-helper_A(L,r)来
构造 L的非支配集,且在构造 L的非支配集时就不需要考虑 H.但 H中的个体也有可能不被 L中的个体所支配,
因此在构造 H的非支配集时必须考虑 L.要判断 s2∈H是否被 s1∈L支配,需要调用 ND-helper_B(L,H,r−1)来比较
L和 H在前(r−1)个子目标上的支配关系.若 s1∈L支配 s2∈H,则令 f[s2]=max(f[s1]+1,f[s2]).此外,还需要判断 H中
的个体是否被 H中其他个体所支配,因此需要调用 ND-helper_A(H,r). 

在递归过程ND-helper_B(L,H,r)中,通过对H中个体与L中个体进行比较,从而实现对H中个体进行分类(注
意:这只是部分分类,要在此语句后调用 ND-helper_A(H,r),才能实现对 H 的完全分类).若 L 或 H 中只有 1 个个
体,则将 H(或 L)中所有个体与 L(或 H)中这(唯一的)一个个体比较,如果 s1∈L 支配 s2∈H,则令 f[s2]=max(f[s1]+1, 
f[s2]).如果此时 r=2,则直接调用一个二维(2D)分类算法(类似于算法 Non-dominated-sort-on-2D(S)),通过与 L 中
个体比较其支配关系,给 H 中个体分配边界数(即调整 f[s],s∈H),即如果 s1∈L 支配 s2∈H,则令 f[s2]=max(f[s1]+1, 
f[s2]). 

在其他情况下,处理要复杂一些: 
(1) 如果(max(xr(l1),…,xr(l|L|))≤min(xr(h1),…,xr(h|H|)),表明在第 r 个目标上,L 中个体比 H 中个体具有较小的

值,则直接调用 ND-helper_B(L,H,r−1). 
(2) 如果(min(xr(l1),…,xr(l|L|))>max(xr(h1),…,xr(h|H|))),表明在第 r个目标上,H中个体比 L中个体具有较小的

值,这种情况下算法无须做任何处理. 
(3) 如果 (max(xr(l1),…,xr(l|L|))>min(xr(h1),…,xr(h|H|)),且 (min(xr(l1),…,xr(l|L|))≤max(xr(h1),…,xr(h|H|))),表明在

第 r个目标上,H中部分个体的值比 L中个体要小,同时,H中部分个体的值又比 L中个体要大,即 H中个体与 L 

中个体的大小关系存在着交迭.这种情况下,需要在 H或 L中,针对第 r个目标选取一个中值 ,并将 H分割为 split
rx

H1和 H2,将 L 分割为 L1和 L2.然后分别递归调用 ND-helper_B(L1,H1,r),ND-helper_B(L1,H2,r−1)和 ND-helper_B 
(L2,H2,r).需要说明的是,这里不需要针对 L2来调整 H1,即不需要调用 ND-helper_B(L2,H1,r),是因为 H1中个体不

可能被 L2中个体所支配. 
在 Non-dominated-sort-on-2D(S)中,首先将 S 中个体排序为 s1,s2,…,sN,要求满足条件:i<j⇒((x1(si)<x1(sj))∨ 

((x1(si)=x1(sj))∧(x2(si)<x2(sj))).用 F1保存第 1 层非支配个体,用 F2保存第 2 层非支配个体(即 S 中删除第 1 层非
支配个体后的非支配个体).类似地,用 FA保存第 A 层非支配个体(即 S 中删除前 A−1 层非支配个体后的非支配
个体).初始时,令:F1={s1},A=1.然后依次判断个体 s2,…,sN与 F1,…,FA中个体之间的关系,并按它们之间的支配关
系,将其保存到相应的 Fi中(i=1…A,A≥1). 

3   用擂台赛法则构造多目标进化群体的最优解集 

基于 Pareto 的优化,多目标进化群体的最优解集是通过构造当前进化群体的非支配集来实现的.采用擂台
赛法则(arena’s principle,简称 AP)构造非支配的基本思路是,在每一轮比较时,从构造集中选出一个个体出任擂
主(一般为当前构造集的第 1 个个体),由擂主与构造集中其他个体进行比较,败者被淘汰出局,胜者成为新的擂
主,并继续该轮比较;一轮比较后,最后的擂主个体即为非支配个体.按照这种方法进行下一轮比较,直至构造集
为空. 

3.1   用擂台赛法则构造非支配集的方法 

设 P 为进化群体,Q 为构造集,初始时 Q=P;Nds 为非支配集,初始时为空.从 Q 中任取一个个体 x,依次与 Q
中所有其他个体 y比较,如果 x支配 y,则将个体 y从 Q中清除;如果 y支配 x,则用 y代替 x(即产生了新的擂主),
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并继续进行比较.一轮比较后,形成族 Cluster(x)={y|x y,且 x,y∈P},x 为族长,将 x 并入非支配集 Nds 中,而
Cluster(x)中个体是被 x所支配的,必须从构造集Q中清除.依此类推,直至Q为空.构造非支配集的具体过程见算
法 2. 

算法 2. 用擂台赛法则构造非支配集. 
{设 P为 r个目标的进化群体,初始时令非支配集 Nds=∅,令 Q=P} 
(1) 从 Q中任选一个个体 x,作为比较对象; 
(2) 令 Q=Q−x,RK=∅,R=∅; 
(3) 若 Q空,则转(5),否则转(4); 
(4) 依次从 Q中取一个个体 y,与 x比较其相互关系: 

(4.1) 若 x y,则令 Q=Q−y,转(3); 
(4.2) 若 y x,则令 x=y,Q=Q−y,RK=RK∪R,R=∅,转(3); 
(4.3) 若 x与 y无关,则令 R=R∪{y},Q=Q−y,转(3); 

(5) 令 RK′={y∈RK|not (x y)},Nds=Nds∪{x}; 
(6) 令 Q=RK′∪R,若|Q|>1,则转(1);否则,令 Nds=Nds∪Q,结束. 
如果在一轮比较中,出现了替代操作(一次以上),即产生了新的擂主,或者说擂主被更换了一次以上.这种情

况下,需要记录最后一次替换操作(或更新操作)的有关信息,如更新操作发生时的构造集、新的擂主等.这是因
为,在更新操作之前被保留下来的个体有可能是被最新的擂主所支配的,如果其中一些个体只被当前这个最新
擂台主所支配而不被任何其他个体所支配,这种情况下,这个最新的擂主必须回过头去找出这样的被它所支配
的个体并清除之.否则,只被某一个新擂主所支配的个体就会被保留下来,并被当成是非支配个体.如例 1 的 C8,
它只被 C1所支配,且 C1是第 1 轮比较的最新擂主,如果 C1不回过头去找出 C8并清除之,C8将被保留到非支配

集中.这显然是不允许的. 
一般情况下,设在构造非支配集的某一轮比较中共出现了 k 个新的擂主,表示为 Xk+1fXkf…fX2fX1,其中,X1为

第 1个擂主,Xi+1表示第 i次出现的新擂台主.Rj表示第 j次出现新擂主 Xj+1时,没有被此前的旧擂台主 Xj在比较

时所清除的所有个体的集合.这样一来,当第 i个新的擂主出现时,Xi+1所需要回过头去进行比较的所有个体的集

合为 R1∪R2∪…∪Ri.由此可知,任何被 Xi+1所支配的个体 Y∈R1∪R2∪…∪Ri,(1≤i<k),也必然被 Xk+1所支配;同时,k
次新旧擂主的更替,所有被 Xi+1(1≤i≤k)所支配的个体的集合为 R1∪R2∪…∪Rk.从而可知,当多次出现新旧擂主的
更替时,我们只要将最后一个擂主与其前被保留下来的所有个体进行比较,并清除被它支配的所有个体. 

3.2   构造方法的正确性与时间复杂性分析 

下面我们讨论用擂台赛法则(AP)构造非支配集的正确性,主要包括两个方面:一方面讨论采用 AP 所构造
的 Nds就是 P的非支配集,另一方面也讨论 Nds也是 P的最大非支配集. 

定理 1. 用擂台赛法则所构造的 Nds就是 P的非支配集,且为最大非支配集. 
证明: 
(1) 首先证明第 1个进入 Nds的个体是 P的非支配个体. 
设第 1 个进入 Nds 的个体为 x1,令此时的构造集为 Q1,由构造方法可知, ∃/ y∈Q1,使 y x1,即 x1不被 Q1中任

意个体所支配;同时有: y∈Q∃/ 1,x1 y,即 x1也不支配 Q1中任意个体;故而可知 x1与 Q1中个体不相关. 
此外,当产生 x1后,形成了族 Cluster(x1)={y|x1 y,且 x1,y∈P}=P−Q1−{x1}. 
从而可得, y∈P,使 y x∃/ 1.即 x1不被 P中任意个体支配,亦即第 1个进入 Nds的个体 x1是 P的非支配个体. 
(2) 证明第 s(N≥s≥2)个进入 Nds的个体 xs是 P的非支配个体. 
设当 xs进入 Nds 后构造集变为 Qs,由构造方法可知,此时 xs与 Qs中任意个体无关.即 y∈Q∃/ s,使 y xs;同时, 

y∈Q∃/ s,xs y. 
设此时已形成的 s 个族分别为 Cluster(x1),Cluster(x2),…,Cluster(xs−1)及 Cluster(xs),且 y∈{x∃/ 1,x2,…,xs−1},使

y xs;否则在第 s 轮比较之前,xs 已被 y 从构造集中清除.显然, ∃/ y∈Cluster(x1)∪Cluster(x2)∪…∪Cluster(xs−1)∪ 
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Cluster(xs),使 y xs;其中,Cluster(xk)=Qk−1−Qk−{xk},k=2,3,…,s.故 ∃/ y∈P−Qs,使 y xs.由此可得, y∈P,使 y x∃/ s.即
xs不被 P中任意个体所支配,也就是说,第 s(N≥s≥2)个进入 Nds的个体 xs是 P的非支配个体. 

综合(1)和(2),Nds是 P的非支配集. 
(3) 证明 Nds是 P的最大非支配集. 
若∃xk∈Nds,不是 P的非支配个体,则必∃y∈P,使 y xk.即或者∃y∈Qk,使 y xk,则 xk将被 y从构造集 Q中清除

并进入下一轮比较,这种情况下,xk不可能被并入 Nds 中;或者∃y∈P−Qk,使 y xk,则 xk早在 y 被清除之前已从构
造集 Q中被清除. 

反之,若∀x∈P−Nds,是 P的非支配个体,则 y∈P,使 y x.因此,P中任意一个体都不能将 x从构造集 Q中清
除,即 y∈Q⊆P,使 y x,故 x 必定被并入 Nds 中.由此可知,按上述方法构造的非支配集 Nds 是 P 的最大非支 

∃/

∃/

配集. □ 
现在对算法 2进行时间复杂度分析,设集合 P的大小为 N,P中共有 m个非支配个体,算法总共执行了 m轮

比较操作,每一轮产生一个非支配个体.产生第 1个非支配个体时做了(N−1)次比较操作,设清除了 k1个 P的支配
个体,其中 k1≥0;产生第 2 个非支配个体时做了(N−k1−2)次比较操作,设清除了 k2个 P 的支配个体,其中 k2≥0;以
此类推,产生第 m 个非支配个体时做了(N−k1−k2−…−km−1−m)次比较操作,设清除了 km 个 P 的支配个体,其中
km≥0.由于 m 个非支配个体全部产生后,所有的支配个体被清除,故(k1+k2+…+km)=N−m.因此,算法在最坏情况下
的时间复杂度为 

T(N)=(N−1)+(N−k1−2)+…+(N−k1−k2−…−km−1−m) 
=(N−1)+(N−2)+…+(N−m)−[k1+(k1+k2)+…+(k1+k2+…+km−1)] 
<(2N−m−1)m/2<Nm, 

即算法在最坏情况下的时间复杂度为 O(rmN),其中,r为优化目标的数目. 
由于在一般情况下有 m＜N,因此,AP在 m较小时具有比 O(rN2)[10]和 O(Nlog(r−1)N)[12]更好的运行效率. 

3.3   构造非支配集实例 

下面我们给出一个具体实例,说明用擂台赛法则是如何构造非支配集的. 
例 1:考虑一个具有两个目标,20个个体的进化群体,这 20个个体的定义如下: 
C1=(9,1),C2=(7,2),C3=(5,4),C4=(4,5),C5=(3,6),C6=(2,7),C7=(1,9),C8=(10,1),C9=(8,5),C10=(7,6), 
C11=(5,7),C12=(4,8),C13=(3,9),C14=(10,5),C15=(9,6),C16=(8,7),C17=(7,9),C18=(10,6),C19=(9, 7),C20=(8,9). 
这里,个体 Ci=(f1,f2)的两个目标值分别为 f1 和 f2,i=1,2,…,20.给定初始集{C15,C16,C11,C6,C8,C13,C1,C9,C17, 

C10,C7,C3,C12,C2,C14,C18,C4,C20,C5,C19},用擂台赛法则构造其非支配集的过程描述如下: 
Round 1#:将 C15选为擂主,依次与其他个体比较.在此过程中发现 C15被 C1所支配,因此,C1代替 C15成为新

的擂主,同时发现 C1也是该轮比较的最后一个擂主.第 1 轮比较后,得到 C1是非支配个体,同时得到新的构造集
为{C16,C11,C6,C8,C13,C1,C9,C17,C10,C7,C3,C12,C2,C4,C20,C5}. 

在下一轮比较时,C1将与前 5 个个体进行比较,并清除被它所支配的个体.值得注意的是,这里 C1如果不与

当前进化群体的前 5 个个体比较,个体 C8就不可能被清除,这样一来,C8就被当作非支配个体加入到非支配集

中.造成这种情况的主要原因是 C8只被 C1一个个体所支配,同时,因为在上一轮比较中发生了由 C15到 C1的替

代操作. 
Round 2#:将 C16选为擂主,依次与其他个体比较.在该轮比较中,C1必须与当前进化群体的前 5个个体进行

比较:{C16,C11,C6,C8,C13},C8被清除,因它被 C1所支配.该轮比较出现了两次替代操作,第 1次为 C11替代 C16,第 2
次为 C6替代 C11.第 2轮比较后的结果为{C6,C9,C10,C7,C3,C2,C4,C5},C6为非支配个体,加入到非支配集中.由于最
后一轮替代操作发生时,其前没有被保留下来的个体,所以 C6在下一轮不必与其他个体比较. 

Round 3#:将 C9选为擂主,依次与其他个体比较.该轮比较中发现 C9被 C3所支配,所以 C9由 C3替代,这是唯
一的一次替代操作,替代操作前有两个个体{C10,C7}.第 3轮比较后的结果为{C10,C7,C3,C2,C4,C5},C3为非支配个

体,被加入到非支配集中. 
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Round 4#:因为上一轮的最后一个擂台主 C3要加入该轮比较,选取该轮第 1个擂主的原则是第 1个不被 C3

所支配的个体,在此为 C7.该轮比较没有发生替代操作,结果为{C2,C4,C5},C7为该轮产生的非支配个体. 
Round 5#:将 C2选为擂主,依次与其他个体比较.该轮比较没有发生替代操作,结果为{C4,C5},C2为该轮产生

的非支配个体. 
Round 6#:将 C4选为擂主,此时,构造集中只剩下个体 C5,比较时互不相关,从而得出结果:C4和 C5均为非支

配个体.结束. 
在以上 6轮共 46次比较后(比 mN=7×20少),得到非支配集为{C1,C6,C3,C7,C2,C4,C5}. 

4   实验结果 

为了验证前面的分析,我们做了 3 类实验:一类是构造非支配集的比较实验,主要是测试擂台赛法则在不同
比例的非支配个体情况下构造非支配集的效率;第 2 类实验采用 NSGA-II 求解标准测试函数,测试进化过程中
种群的非支配个体比例 ;第 3 类实验是求解标准测试函数的 CPU 时间的比较实验 .实验环境为 Intel(R) 
Pentium(R) 4 CPU 1.70GHz, 256MB内存;实验结果为 20次重复实验的统计结果. 

4.1   构造非支配集的比较实验 

这里所讨论的构造非支配集的比较实验,主要是为了测试 AP在不同比例的非支配个体情况下构造非支配
集的效率,并分别与 Deb及 Jensen的方法进行比较.实验中,子目标数 r分别取值为 2,5,8和 10.针对不同的子目
标,m/N分别取值为 20%,50%和 80%,其中,N为群体的规模,m为进化群体中实际的非支配个体的数目.图 1~图 4
为不同子目标数的实验结果.子目标数相同的情况下,图的纵坐标(比较次数)取值区间是相同的,这样就可以很
清楚地看到 3种算法在不同非支配个体比例下(目标数、群体规模相等),关键操作的比较次数. 

从图 1~图 4中可以发现:(1) Jensen的算法在不同非支配个体比例下,其比较次数基本上是一致的,而 AP和
Deb 的算法则受非支配个体比例的影响较大,非支配个体比例越大,比较的次数越多;(2) 在子目标数较少时
(r=2),Jensen算法的比较次数明显小于其他两种算法,这是因为在两个目标下,其时间复杂度为 O(NlogN);(3) 在
r=5,m/N=20%的情况下,AP 的比较次数是最少的,而且 Deb 的算法也比 Jensen 的要好,但是,随着非支配个体比
例的增加,AP和 Deb的算法的比较次数逐步增加,所以 Jensen的算法逐渐占据了优势;(4) Jensen算法的时间复
杂度随目标数的增加而增大,当子目标数 r较大时(r=8,r=10),AP和 Deb的算法都要优于 Jensen的算法,其中,AP
是 3种算法中比较次数最少的,而且随着目标数的增加,AP的优势会更加明显. 
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Fig.1  Comparison of experimental results 
图 1  对比实验结果 
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Fig.2  Comparison of experimental results 
图 2  对比实验结果 
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Fig.3  Comparison of experimental results 
图 3  对比实验结果 
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Fig.4  Comparison of experimental results 
图 4  对比实验结果 

4.2   Benchmark问题的测试实验 

前面的分析及实验结果表明,擂台赛法则受非支配个体比例的影响.那么,我们先看看多目标进化算法在求
解实际的测试问题中,每一代进化时实际的非支配个体比例.我们选用 NSGA-II[10]求解一系列标准测试函数(不
同子目标数)并记录下每代中种群的非支配个体比例,测试函数选用的是 DTLZ 系列的 DTLZ1~DTLZ6[14],因为
据我们所知,目前只有这个系列中的测试函数可以设置为含有任意的目标数.在文献[15]中给出了建议的归档
集大小,当目标数增加时,要求归档集的大小相应地增大,目标数较大时计算量非常大.由于计算机性能的限制,
对每个函数,我们只取 r=2,r=3,r=5进行测试,基于文献[15]的建议,其归档集的大小分别取 100,800,5 000,结果如
图 5所示,我们发现,对于这些标准测试问题,2个目标时,群体中非支配个体比例在 50%左右;在目标数较多的情
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况下(r=3,r=5),群体中非支配个体的比例会有所上升,但是一般在 60%左右.值得说明的是,当 r=5时,如果群体规
模设置得更大一些(在文献[15]建议的范围内),非支配个体的比例会有所下降. 
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Fig.5  The proportion of non-dominated individuals of DTLZ1~DTLZ6 (from (a) to (f) respectively) 
图 5  测试函数 DTLZ1~DTLZ6(从(a)到(f))计算过程中的非支配个体比例 

4.3   Benchmark问题的比较实验 

从前面两部分的实验我们可以得出如下结论:AP受非支配个体比例的影响,而实际测试问题中每代的非支
配个体比例不会达到 100%,一般在 60%左右.由此可见,AP比 Deb的算法要好.另外,随着子目标数的增加,AP与
Jensen算法的差距在减小,当子目标数较大时(即 r≥5时),AP构造非支配集的效率超过了 Jensen的算法. 

本节再基于 CPU时间来比较 3种算法的效率,我们将 AP和 Jensen的算法集成到 NSGA-II[10]中,然后比较
(AP+NSGA-II)与(Jensen’s+NSGA-II)及 NSGA-II在 benchmark测试问题上的 CPU时间.这 6个 benchmark问题
分别是我们上一节使用的 DTLZ1~DTLZ6[14]. 

对每一个问题,我们设置 3 种不同的目标数目,并且对每一种目标数配置相应的群体大小和总进化代数,见
表 1.统计结果如图 6~图 8 所示,当目标数较少时(r=2,r=3),NSGA-II 的 CPU 时间较多,而(AP+NSGA-II)和
(Jensen’s+NSGA-II)的差别不大,当目标数较大时(r=5),(Jensen’s+NSGA-II)的 CPU 时间最多,NSGA-II 居中, 
(AP+NSGA-II)的 CPU时间最少.从该实验中可见,在 r=2和 r=3时,(Jensen’s+NSGA-II)在 CPU时间上也没有优
势,而当 r=5时,(Jensen’s+NSGA-II)的 CPU时间远高于(AP+NSGA-II),这主要是因为 Jensen的算法是一个递归
的函数.因此,从耗费的 CPU时间来看,AP的效率是最高的. 

Table 1  The setting of evolutionary parameters 
表 1  进化参数设置 

Objective 2 3 5 
Population 100 800 5 000 
Generation 200 300 400 
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Fig.6  The CPU time of DTLZ1~DTLZ6           Fig.7  The CPU time of DTLZ1~DTLZ6 
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图 6  3种算法求解 2维下 DTLZ1~DTLZ6        图 7  3种算法求解 3维下 DTLZ1~DTLZ6 
(从左到右)的 CPU时间比较                      (从左到右)的 CPU时间比较 
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Fig.8  The CPU time of DTLZ1~DTLZ6 (from left to right) on 5 dimensions 
图 8  3种算法求解 5维下 DTLZ1~DTLZ6(从左到右)的 CPU时间比较 

5   结  论 

基于 Pareto 的多目标进化,是通过在每一步迭代(即每一代进化)中构造进化群体的非支配集,并使之不断
逼近 True Pareto 最优解集来实现的.因此,构造非支配集的方法,直接影响到 MOEA 的运行效率.本文讨论了用
擂台赛法则构造多目标进化群体的 Pareto 最优解集的方法,论证了构造方法的正确性,分析了其时间复杂性为
O(rmN),其中 N为进化群体的规模大小,m为群体中实际的非支配个体的数目,r为目标数.在多目标进化过程中,
每一代进化实际的非支配个体数 m 是动态变化的,初始时比较小,随进化而不断增大(但不一定是线性的),进化
到一定程度时趋向于稳定,第 4.2 节的实验结果表明,m/N 值一般稳定在 60%左右.理论上,AP 优于 Deb 的算法
(O(rN2)),因为有 m<N;与 Jensen 的算法(O(Nlog(r−1)N))相比,当目标数较少时(如 r=2),Jensen 的算法明显优于 AP
和 Deb的算法,但当目标数 r增加时,AP和 Deb的算法逐步具有优势,当目标数 r增加到一定值时,AP和 Deb的
算法均将超过 Jensen 的算法(如第 4.1 节实验结果,r=8 时).将 AP 和 Jensen 的算法集成到 NSGA-II 中,比较
(AP+NSGA-II)与(Jensen’s+NSGA-II)及 NSGA-II在 benchmark测试问题上的 CPU时间,实验结果表明,AP具有
最好的运行效率,即使在目标数 r 较小时(如 r=2),Jensen 的算法也比不上 AP,这主要是因为 Jensen 的算法是一
个递归函数. 

此外,AP 可以集成到任何基于 Pareto 的 MOEA 中,并能在较大程度上提高 MOEA 的运行效率.如果能将
AP与一个好的保持进化群体分布性的方法有机地结合起来,将会进一步改善MOEA在运行效率与分布性等方
面的性能. 
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