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Abstract:  The classical PnP problem (3≤n≤5) is inherently non-linear and generally of multiple solutions and 
sensitive to errors associated with image points. In the classical PnP problem, only a single image is involved. 
Inspired by the problems in robot navigation, the PnP problem is extended to the two-image case where the camera 
undergoes a pure translation between the two images. The obtained main results are: given two images of n known 
control points captured by a translating camera, (1) When n=3, the camera’s pose and two scaling parameters of the 
two image axes can be linearly determined; (2) When n≥4, the camera’s pose and all its 5 intrinsic parameters can 
be linearly determined. In other words, the PnP problem with an uncalibrated camera can be linearly solved in this 
case. The results presented in this paper appears instructive from both theoretical and practical points of view. 
Key words:  PnP problem; camera intrinsic parameter; camera pose 
 
摘  要:  经典的 PnP(3≤n≤5)问题从本质上来说是非线性的,不但具有多解性而且对图像点的位置误差极为敏感.经
典 PnP 问题仅涉及一幅图像,针对机器人导航中的实际需求,将 PnP 问题扩展到了摄像机作平移运动下的两幅图像

的情况,并研究探讨了在这种情况下 PnP 问题的线性求解方法,主要结果有:给定平移运动下 n 个控制点的两幅图

像,(1) 当 n＝3 时,可线性求解摄像机的方位以及摄像机内参数的两个尺度因子;(2) 当 n 4 时,不仅可以线性求解

摄像机的方位,而且能够确定摄像机的所有内参数.也就是说,给定平移视点下的两幅控制点图像,可以线性求解摄

像机未标定的 PnP 问题.结果具有一定的理论意义和应用价值. 

≥

关键词:  PnP 问题;摄像机内参数;摄像机方位 
中图法分类号: TP391      文献标识码: A 

PnP 问题是计算机视觉、射影测量学乃至数学领域的一个经典问题.自从该问题首次于 1981 年提出之后[1],
由于其在物体定位方面的重要应用价值,引起了人们的广泛重视.而后涉及该领域的大量文章的相继问世充分
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说明了这一点[1~14].文献中对 PnP 问题的研究集中在对 P3P,P4P 与 P5P 问题的研究上.这是因为,P2P 问题总有

无限多组解,当 n>5 时,PnP 问题均可以线性求解.目前,对 P3P,P4P 与 P5P 问题的研究,除了无穷多解的情况,有如

下结果:P3P 问题最多有 4 个解且解的上限可以达到[1,2,4,5];对于 P4P 问题,当 4 个控制点共面时有惟一解[1,7,12],
当 4 个控制点不共面时,最多可能有 4 个解且解的上限可以达到[13];P5P 问题最多可能有两个解,且解的上限可

以达到[14],在 PnP 问题的研究中大多都假定摄像机内参数是已知的,即摄像机是标定的,关于摄像机未标定的

PnP 问题的研究请参考文献[15]. 
对于 3≤n≤5 的情况,PnP 问题不但具有多解性,而且所有的求解算法均是非线性的.PnP 问题的非线性是其

本身所固有的,也就是说,如果没有其他信息可以利用,PnP 问题不可能有线性求解算法.由于控制点非常少,非
线性算法对图像点的位置误差极为敏感.在实际应用中,例如机器人定位问题,机器人在移动过程中,运动姿态

并非每时每刻都在变化,它的运动轨迹通常是一条折线,这说明我们可以得到平移运动下控制点的图像序列.因
此,研究以下问题就具有特别重要的实际意义:给定平移视点下的两幅控制点图像,能否线性求解摄像机的方

位?这即是本文所要讨论的问题. 
本文讨论的主要结果是:(1) 当 n=3 时,可线性求解摄像机的方位以及摄像机内参数中的两个尺度因子;(2)

当 n≥4 时,不但可以线性求解摄像机的方位,而且能够确定摄像机的所有内参数.这就是说,给定平移视点的两幅

控制点图像,我们可以线性地惟一求解摄像机未标定的 PnP 问题.因此,本文的结果不但具有重要的应用价值,
同时也具有一定的理论意义. 

在本文中,对符号的使用作如下规定:点与其坐标向量(列向量)用同一个小写黑体字母表示,如 ,...,, zyx ;矩

阵用大写黑体字母表示,如 ; ) 表示矩阵 X(向量 x)的转置;标量用小写字母表示,如,...,, ZYX ( TT xX ,...,, zyx  

1   问题陈述 

在本文中,记摄像机内参数矩阵为 K,摄像机坐标系 Oc-xcyczc 关于物体坐标系 O-xyz 的方位(变换)记为

,即 .其中 R 是旋转矩阵 ,表示摄像机的方向 ;t 是平移向量 ,表示摄像机的位置 .令

是控制点在物体坐标系中的坐标,它在摄像机坐标系中的坐标记为 ,对

应的齐次坐标分别记为

( )tR

,(x=x

tRxx +=c

3) RT ∈, zy 3),,( Rzyx T
cccc ∈=x

TT )1,(~ xx = 与 TT
cc )1,(~ xx = ,其图像点坐标记为 ,对应的齐次坐标记为Tvu ),(=u

T)1,T(~ uu = ,则有 
~ ( ) ,~)( xtRKtRxKu =+=s  (1) 

其中 ,这是因为空间点0>= czs x~ 总位于摄像机的前方,即 . 0>cz
已知 n 个控制点在物体坐标系中的坐标 ,摄像机在初始位置关于 n 个控制点的图像坐标为nxxx ~,...,~,~

21

)1()1(
2

)1(
1

~,...,~,~
nuuu ,摄像机作平移运动后关于 n个控制点的图像坐标为 )2()2(

2
)2(

1
~,...,~,~

nuuu ,求摄像机内参数K与平移运

动前、后的方位 与( ))1(tR ( ))2(tR . 

2   n=3 的情况 

在本节中,我们作下述基本假设: 
(1)  3 个图像点不共线; 
(2) 每一个控制点都不在平移运动前、后两光心的连线上; 
(3) 摄像机内参数矩阵 )1,,(diag vu ff=K ,或等价地,已知摄像机的主点并且畸变因子等于 0. 

命题 1. 若上述基本假设成立*,则从 3 个控制点可线性惟一求解摄像机内参数矩阵 K 以及方位 和

的充要条件是,3 个控制点所确定的平面与摄像机坐标系的 3 个坐标轴均不平行. 

( ))1(tR

( )2(tR )

                                                            

下面我们给出命题 1 的构造性证明,即证明过程也是求解过程. 

 


 如果基本假设中任何一条不成立,则问题的解不惟一;当(3)不成立时,问题有无穷多解. 
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以 3 个控制点 所在的平面π为坐标平面 O-xy,以垂直于平面π的直线为 z 轴建立物体坐标系,则321
~,~,~ xxx

T
iii yx )1,0,,(~ =x .摄像机在初始位置关于 3 个控制点的图像坐标记为 )1(

3
)1(

2
)1(

1
~,~,~ uuu ,摄像机作平移运动后关于 3 个

控制点的图像坐标记为 )2(
3

)2(
2

)2(
1

~,~,~ uuu .记 ( )321 rrR r= ,则 213 rrr ×= .令 

( ))1(
21

)1( trrKH = , ( ))2(
21
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
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
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M

则有 
 ( ))1()1()1( diag sMXH = , (2) 

 ( ), (3) )2()2()2( diag sMXH =

其中 是每个分量均大于 0 的未知三维向量,每个分量表示相应图像点的尺度因子,如式(1)

所示.由假设(1), 均为可逆矩阵,因此 也是可逆矩阵,所以 

( Tiiii sss )(
3

)(
2

)(
1

)( =s
()1( ,, MMX

)
)2 )(iH

( ))1() ( ( ) ( )PsMtrrKPsMtrrK )2()2()2(
21

)1()1(
21 diag,diag == , 

其中 .这样就有 ( )321
1 pppXP == −

 ( ) ( )( )21
)1()1(

21 diag ppsMrrK = ( ) ( )( ))1(
2

)1()1(
1

)1( diagdiag spMspM= , (4) 

 ( ) ( )( )21
)2()2(

21 diag ppsMrrK = ( ) ( )( ))2(
2

)2()2(
1

)2( diagdiag spMspM= . (5) 

因此,得到关于 的线性方程组 







= )2(

)1(

s
ss

 0=Gs , (6) 
其中 
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


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




−
−

=
2

)2(
2

)1(
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1

)1(

diagdiag
diagdiag

pMpM
pMpMG , (7) 

可证明 (见附录),所以 ( ) 5=Grank
 ,  (8) *ss η=

其中 是 最小特征值的每个分量均大于 0 的单位特征向量,η为大于 0 的未知常数.于是从式(4)

和式(5)有 









= *)2(

*)1(
*

s
ss GGT

 ( ) ( )( ) ( )( )( )21
*)2()2(1

21
*)1()1(1

21 diagdiag~ ppsMKppsMKrr −− ==η , (9) 

其中 0/1~ >= ηη .令 ,从式(9)可推知 )1,,(diag1 yxT =−− KK
 22

2~)1,,(diag ×= IBB ηyxT , (10) 

其中 .方程(10)关于( )( ) ( )(( )21
*)2()2(

3231
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2111
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
==
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) )~,,( 2ηyx 有惟一解的充要条

件是,3 个控制点所确定的平面与摄像机坐标系的 3 个坐标轴均不平行,其证明请参考文献[12].当方程(10)有惟

一解时,它的惟一解是 
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 .
))((~

22122111

31223221311232112

bbbb
bbbbbbbb

+
−−

=η  (13) 

因 0/1~ >= ηη ,所以 

 .
))((~

22122111

3122322131123211

bbbb
bbbbbbbb

+
−−

=η  (13a) 

这样,我们得到摄像机内参数矩阵和方位的惟一解: 

 

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
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 ,213 rrr ×=  (16) 

 ( ) .2,1,diag1,~,~diag 3
*)()()( =














= j

yx jjj psMt
ηη

 (17) 

命题 1 成立. □ 

3   n=4 的情况 

在本节中,我们作下述基本假设: 
(1)  4 个控制点不共面; 
(2) 每一个控制点都不在光心的连线上. 
命题 2. 若上述基本假设成立

＊,则从 4 个控制点可线性惟一求解摄像机内参数矩阵 K 以及平移运动前、后

的方位 和 . ( ))1(tR ( ))2(tR

命题 2 的证明方法与命题 1 类似,这里仅给出证明要点而略去其细节.令 

( ))1()1( tRKH = , ( ), )2()2( tRKH =
~~~( )4321

~ xxxxX = , ( ) 1
4321

−== XppppP , 
~~~~ ~~~~( ))1(

4
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3
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2
)1(

1
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4
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3
)2(

2
)2(

1
)2( uuuuM =  

则有 
 KR ( ) ( ) ( )( ))1(

3
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2
)1()1(

1
)1( diagdiagdiag spMspMspM= , (18) 

 KR ( ) ( ) ( )( ))2(
3

)2()2(
2

)2()2(
1

)2( diagdiagdiag spMspMspM= , (19) 

其中 .由式(18)和式(19)得到关于 的线性方程组: Tjjjjj ssss ),,,( )(
4

)(
3

)(
2

)(
1

)( =s 
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其中 
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可证明 ( ) ,7ˆ =Grank 所以 

 , (22) *ss η=

                                                             

＊ 如果基本假设中任何一条不成立,则问题的解不惟一.换句话说,基本假设是线性惟一求解的充要条件. 
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其中 是 最小特征值的单位特征向量,η为未知的非 0 常数.于是从式(18)和式(19)有 







= *)2(

*)1(
*

s
ss GG ˆˆ T

( )( ) ( )( )( )321
*)2()2(

321
*)1()1( diagdiag pppsMpppsMKR ηη == . 

对矩阵 进行 QR 分解,得到 ( )( 321
*)1()1( diag pppsM )

( )( ) **
321

*)1()1( diag RKpppsM = . 

于是有 

 4
*)2()2(1*)1(

4
*)1()1(1*)1(**

33
* )(diag,)(diag,,
)(

1 psMKtpsMKtRRK
K

K −−
==== . (23) 

这样,我们就证明了命题 2. □ 
下面我们来介绍一种基于分层重建的求解算法,它具有更好的鲁棒性.基于分层重建的求解算法,主要分为

以下 3 个步骤: 
(1) 求图像点的仿射重建. 

因为 }~,~,~,~{ 与)1(
4

)1(
3

)1(
2

)1(
1 uuuu }~,~,~,~{ 是一对平移视点下两幅图像的一组对应点,而且平移视点间

的基本矩阵是极点所确定的反对称矩阵,所以,根椐 4 对对应点可以求出图像的极点 e.由于平移视点间的无穷

远平面的单应矩阵为单位矩阵,所以仿射意义下的投影矩阵为
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4
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2

)2(
1 uuuu

[16] 
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于是,由下述方程 
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所确定的 }~,~,~,~{ 与 4个控制点)(
4
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2
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1

AAAA xxxx }~,~,~,~{ 之间相差一个 3维仿射变换A,其中4321 xxxx )(~ A
jx 称为 jx~ 的

仿射重建. 
(2) 由 }~,~,~,~{ 与)(

4
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因 }~,~,~,~{ 不共面,故方程(26)有惟一解: 4321 xxxx
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(3) 求 K, , . ( ))1(tR ( ))2(tR

由于 ＝ 是欧氏意义下的投影矩阵
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4   结束语 

本文针对实际应用需求,将经典 PnP 问题扩展到了摄像机作平移运动下的两幅图像的情况.提出了这类

PnP 问题的线性求解方法,并给出了解的惟一性条件.本文所提出的方法不仅能够线性求解摄像机的方位,同时

还能够线性求解摄像机的内参数,其结果无论是在理论上还是在实际应用中,都具有一定的意义. 
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附录: 的证明. 5)( =Grank

不妨假定 的每一个分量均不为 0,否则通过适当的物体坐标变换就可以保证这

一点(例如:取新的物体坐标系的原点在 3 个控制点所构成的三角形的内部,x,y 轴与三角形的 3 条边均不平行即

可).于是,不难推知: 

)2,1(),,( 321 == ippp T
iiiip
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其中“≈”表示矩阵的等价关系, ( ) )1()2( MMC = , ( )( ) ( )2

1
1 diagdiag pCpD −=

(3)( DCCD
.这样必有 

)()( IG +=−+= rankrank rankrank ).DCCD −  

因此,我们只须证明 2)( =− DCCDrank . 
令 是 3 个控制点所确定的平面π的单应矩阵,其中 e 是第 2 幅图像上的极点, ,这里,n

为关于摄像机初始坐标系的法向量,则必有 

TeaIH += 1−= Kna TT

).,,(diag)( 321
)2()1( wwwT MMeaI =+  

于是, ( ) )1(1)2(
321 ),,(diag MeaMC Twww

−
−=

CD
,因此可推知 

),(diag])[(diag adeDC ′′=− ×  

其中 [d]( ) ,0,0 )1(1)2( ≠=′≠=′
− MaaeMe T

×是由向量 d 所确定的反对称矩阵,这里,  Tddd ),,( 321= −= )/( 31321 ppd
)/()/(),/()/(),/( 1121212223132112122122 ppppdppppdpp −=−= . 

(I) .否则( ) 2)(diag ≥′erank e′ 有两个分量等于 0,不妨设 021 =′=′ ee ,则必有 ,这说明控制点 在两

光心的连线上,与基本假设(2)矛盾.故

eu =′ )3(
33e 3x

( ) 2)(diag ≥′erank . 

(II) .因 ,若 的某个分量等于 0,不妨设( ) 3)(diag =′arank )1(1MKna −= TT a′ 01 =′a ,则必有 ,即

.而以 为方向的射线必通过控制点

0)1(
1

1 =− uKnT

)1(
1

1u )1(
1

1uK −Kn −⊥T
1

~x ,并令 是自光心出发,以 n 为方向的射线与平面的

交点,则在三角形 o 中有两个直角,这是不可能的.因此

x̂
*

1 xxc a′的分量均不等于 0,故 . ( ) 3) =′(diag arank
( )因 d 至多有一个分量等于 0(否则 线性相关),因此由(I)不难看出,21 , pp 2])[(diag =′ ×derank .故由(II)可

知, . □ 2)( =− DCCDrank
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