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一维河流水团示踪试验数据的模糊线性回归
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摘要：将模糊线性回归的概念引入分析河流水团示踪试验数据、确定河流水质参数的计算过程中，

建立计算河流水质参数的模糊线性回归模型，利用该模型能计算出不同置信水平下水质参数的取

值范围。算例验证结果表明，应用模糊线性回归模型可以有效地确定河流的水质参数，且计算过程

具有一定的稳定性、可靠性和灵活性，模糊线性回归模型是分析河流水团示踪试验数据、确定河流

水质参数的一种有效的途径。
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河流水质问题是目前水环境研究工作的热点问

题之一，人们在这方面进行了大量的研究工作［>!"］。

河流水质参数是反映河流综合特征、建立水质模型、

预测预报河流水质状态的基础性参数。传统估算河

流水质参数的方法主要有理论公式法、经验公式法

和水团示踪试验法［!］。水团示踪试验法原理简单，

易于掌握和应用，是目前确定河流水质参数最常用

也是最可靠的方法之一。除了传统的矩量法和演算

法之外，人们在分析瞬时投放示踪剂条件下的一维

河流水团示踪试验数据、确定河流水质参数方面建

立了数据分析方法，其中一些方法以解析推导为基

础，包括直线图解法［#］、演算优化算法［C］、抛物线方

程近似拟合法［J］和相关系数极值法［O］等；另一些方

法则引入智能优化算法，例如神经网络法［?］和相关

系数极值法［D］。文献［>=］对不同方法的优缺点进行
了较为详细的评述。然而，由于条件限制以及外界

因素的影响，野外试验观测数据的精度不可能很高，

而是具有一定的模糊性；另一方面，河流系统本身也

是一种具有随机性、模糊性的复杂系统，它自身的不

确定性使得河流水质参数很难用一个精确的数值来

表示，也就是说，河流水质参数存在着一定的不确定

性。但是，上述方法的共同特点是将试验中观测到

的示踪剂浓度数据作为一组确定性的数，而没有考

虑观测数据本身存在的不确定性，即随机性或模糊

性。鉴于此，本文根据文献［>>］的思路，以文献［#］
中的推导过程和结果为基础，将线性回归模型中的

回归系数用正态模糊数来表示，建立模糊线性回归

模型，利用隶属函数表示水质参数取值对河流系统

的适应程度，并用置信区间的大小来反映参数取值

的优劣，从而为分析一维河流水团示踪试验数据、确

定河流水质参数提供一种新的途径。

9 基本原理

在河流流速与横断面面积沿程基本保持不变的
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顺直均匀河段上进行水团示踪试验，即在该河段上游

瞬时投放惰性示踪剂，设投放位置为空间坐标原点，水

流方向为 ! 正方向，投放时刻为零时刻，则描述河水中
示踪剂质量浓度随时间变化规律的解析表达式为［!］

" # $
% "!! &’

#$% (（! ( )’）&
"&’ ([ ]*’ （’）

式中：" 为投放示踪剂后 ’ 时刻距投放点距离 ! 处的
下游观测点的示踪剂质量浓度，( ) *!；$ 为瞬时投
放的示踪剂质量，(；% 为河流横断面面积，*&；& 为
河流纵向离散系数，*& ) *+,；) 为河流断面平均流
速，* ) *+,；* 为一级反应速率常数。
由于瞬时投放的示踪剂为惰性示踪剂，故 * -

.，从而式（’）可简化为

" # $
% "!! &’

#$% (（! ( )’）&
"[ ]&’ （&）

一般在基本满足河流流速与横断面面积沿程不

变的顺直均匀河段上，当 !" !#时式（’）具有较高
的精度：

!# # ’/0+&)
",)#

（!）

其中 )# # !-,.
式中：+ 为河宽，*；, 为水深，*；. 为试验河段的水
力坡降。

对式（&）进行变换［"］，可得
/ # 0 1 23 （"）

其中 / # ’ ’ 1 & ’ "4( )" 0 # !&
&&

2 # ( )&

&& 3 # ’&

式中："4为 " 关于时间 ’ 的一阶导。
由于河流纵向弥散系数 &，河流断面平均流速

) 以及投放点与观测点之间的距离 ! 都为模型参
数，由式（"）可知，因变量 / 和自变量 3 之间存在着
线性关系，因此可以建立线性回归模型。然而，由于

条件的限制，河流系统模型本身就具有一定的模糊

性，加之受到外界环境等因素的影响，所观测数据不

可能精度很高，而是有一定的模糊性，这样就使所求

得的河流纵向弥散系数以及河流断面平均流速也具

有模糊性。因此，采用模糊线性回归模型来确定河

流纵向弥散系数以及河流断面平均流速。

! 基于正态模糊数的模糊线性回归模型

类似于经典的线性回归模型，可建立如下模糊

线性回归模型：

$5 #%6’ !’ 1%6& !& 1 ⋯ 1%67 !7 （1）

式中：$5 为因变量 5 的拟合值，为模糊数；!’，!&，⋯，

!7 为自变量；%68（ 8 - ’，&，⋯，7）为各变量的系数，为
模糊数。

如图 ’所示，定义%6 是正态模糊集，%6 的隶属
函数为

!%6 # #$% ( ! ("( )#[ ]& （! & 9） （2）

式中："，#为模糊集%6 的 & 个参数，分别表示%6 的
中心和模糊幅度。可将%6 记为%6 -%6（"，#）。

图 ’ 正态模糊集隶属函数

为了使模型（式（1））的拟合度达到最高，在模糊
线性回归中必须满足以下 &个条件："各回归系数
的模糊幅度之和最小；#在一定的置信水平$（.’
$’’）下，每个线性回归观测值 58 对相应的模糊线
性回归拟合值$58 的拟合度不小于$。
将式（1）中正态模糊数作为回归系数，即%68 -

%68（"8，#8），$58 可表示为

$58 #$58 (
7

: # ’
!8:":，(

7

: # ’
!8:#( ): （3）

式中：":（ : - ’，&，⋯，7）为正态模糊集%68 的中心；#:

（ : - ’，&，⋯，7）为正态模糊集%68 的模糊幅度。

观测值 58 对拟合值$58 的拟合度$为

$ # #$% (( 58 (
(

7

: # ’
!8:":

(
7

: # ’

!8:#)







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: （0）

根据条件#有

(
7

: # ’
!8:": ( ( 4,! $(

7

: # ’
!8:#: ’ 58

(
7

: # ’
!8:": 1 ( 4,! $(

7

: # ’
!8:#: " 5

{
8

（5）

由以上分析可知，模糊线性回归模型可以转化

为以下线性规划问题：

*+, ; ##’ 1#& 1 ⋯ 1#7

6 7 8 7
(

7

: # ’
!8:": ( ( 4,! $(

7

: # ’
!8:#: ’ 58

(
7

: # ’
!8:": 1 ( 4,! $(

7

: # ’
!8:#: " 5

{
8

（’.）

式中：; 为模糊幅度之和。
对于上述线性规划问题可用单纯形法或者调用

数学软件 9:84:;中的线性规划工具箱进行求解，得到
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式（!"）的最优解。该最优解是以!!，"! 为分量的一个

向量，即 ! #（!!，!$，⋯，!"；"!，"$，⋯，""），于是便得

到了一定置信水平#下模糊线性回归系数!#! 的值。

! 利用模糊线性回归模型确定河流水质参数

利用中心差分格式对式（%）做如下近似处理［%］：
$!% !

$
& ’ % ()!% !

$
（!!）

其中 $!% !
$

& !
$（ *! %! % *!）! % $

*! %! % *!
*! %! + *!

,! %! + ,!
,! %! % ,( )

!

)! % !
$

& !
%（ *! %! % *!）$

根据 $! & !
$
与 )! & !

$
之间的线性关系，可以建立

以下模糊线性回归模型：

"- &!#! %!#$ *$! % !
$

（!$）

其中 !#! &!#!（!!，"!） !#$ &!#$（!$，"$）

对给出的数据做相应的处理之后，根据上述模糊线

性回归模型调用 ’()*(+线性规划工具箱进行求解，
即可得线性回归系数!#!，!#$。根据扩张定理

［!$］、模

糊集合及其运算性质以及!#! 的隶属函数$!#!
（ .）#

[ (,-. /
. /!!

! )
!

]$（ .#/），可得河流纵向弥散系数

$0 的隶属函数为

$$0（%）& [,-. (+

1$
$% +!!

" )! ]$ （%# /）（!0）

式中：%为$0 的支撑集；!! 为!#! 的中心；"! 为!#!

的模糊幅度。

由回归系数 !#$ 的 隶 属 函 数 $!#$
（&）#

,-. / &
/!$

"( )
$

[ ]$（&# /）及河流纵向弥散系数$0

的隶属函数可得河流断面平均流速!2 的隶属函数为

$!2（ 3）&
%

+$&& % &
[
3
$$0（%）’$!#$

（& ]） 3 ( "

" 3 4
{

"
（!%）

式中：%为取大符号；’为取小符号。
利用上述模糊线性回归模型（式（!$））及隶属函

数（式（!0）和式（!%））可计算得出河流水质参数的取
值范围。

" 算例验证

数据引自文献［%］。本例为一数字算例，表 !给
出的是利用式（!）计算得到的在某均匀河段上游瞬
时投放 !"12惰性示踪剂后，距投放点下游 3""4处观
测到的示踪剂质量浓度随时间的变化过程。该河段

的横断面面积为 $" 4$，河流断面平均流速的真值为

"534 6 478，河流纵向离散系数的真值为 3"5" 4$ 6 478。

根据模糊线性回归模型（式 !$），分析表 !中的水团
示踪试验数据，计算河流纵向离散系数和断面平均

流速。

表 !

)))

不同时刻河水中示踪剂的质量浓度

* 6 478 , 6（42·9/ !） * 6 478 , 6（42·9/ !

)) ）

)): " ;$3% !: " ;:%$

))!" " ;3<0 $" " ;33$

))!$ " ;:%= $% " ;%%%
!% " ;::3 0: " ;!=>

首先，取置信水平## "5:，利用’()*(+求得!! #
%$5$%<"，"! # "；!$ # / "5!%> >，"$ # "5""> =，从而有
!#! #!#!（%$5$%<"，"），!#$ #!#$（ / "5!%>>，"5"">=），即
!#!为精确数，!#$ 为模糊数。从而可以应用式（!0）
和式（!%）分别计算$0 和!2 的隶属函数。然后，根据
实际要求取不同的置信水平#，得到$0，!2 在不同置
信水平下的取值范围，见表 $。
表 $ 不同置信水平下的水质参数取值范围

# $0 5（4$·478/ !） !2 5（4·478/ !）

" 6$ %= 60!$" " 6%>3< ? " 63"="
" 60 %= 60!$" " 6%><! ? " 63":=
" 6% %= 60!$" " 6%<"" ? " 63"3!
" 63 %= 60!$" " 6%<!: ? " 63"03
" 6: %= 60!$" " 6%<0$ ? " 63"$"
" 6> %= 60!$" " 6%<%< ? " 63""%
" 6< %= 60!$" " 6%<:% ? " 6%=<<

文献［%］采用直线图解法计算河流纵向离散系
数和断面平均流速，结果分别为 3!50 4$ 6 478 和
"5%=4 6 478。相比较而言，模糊线性回归模型求解的
结果相对误差较小，且其结果为一模糊数，这也就反

映了系统本身的模糊性，而且与实际情况应当是相

符合的。由表 $可以看出，在观测数据模糊性较弱
的情况下，模糊线性回归模型计算结果与真值比较

接近；而当观测数据模糊性较强时，模糊线性回归模

型计算结果为一区间，与真值会有一定的偏离，但其

均值与真值比较接近。

另外，当置信水平#较小时，河流断面平均流
速!2 取值区间相对较大，而随着置信水平的不断增
大，!2 的模糊度逐渐降低，其取值区间也逐渐缩小，
区间均值也越来越接近真值，这一结果表明该研究方

法具有一定的稳定性。同时，该方法还可以根据不同

的要求，即根据在试验过程中试验数据可能存在误差

的大小和其他因素的影响程度，选取适当的置信水

平，由此得到相应的水质参数的可能取值范围。

# 结 语

本文建立了估计河流水质参数的正态模糊线性

回归模型，并通过相关算例验证了该方法的有效性。
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验证结果表明，该方法可根据不同要求估计出不同

置信水平下的河流水质参数，在计算过程中具有一

定的稳定性、可靠性和灵活性，是分析河流水团示踪

试验数据、确定河流水质参数的一种有效途径。
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