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几何视角下的“数字信号处理”课程

余　磊　张海剑　夏桂松
（武汉大学 电子信息学院，武汉 ４３００７２）

摘要：“数字信号处理”的经典课程体系以“系统”为中心，以离散时间傅立叶变换、ｚ变换和离散傅立叶变换为分析工具，以
滤波器设计为目的，注重定理和公式推导及其性质分析，这种教学模式很难让学生建立一个形象、完整统一的知识体系框

架。从几何视角将 “系统”化和“代数”化的经典课程体系重构为面向“信号”的“几何”知识体系，从而提升学生对本质问

题的洞察力，帮助学生建立系统的知识体系。
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　　“数字信号处理”课程作为电子电工类专业信
号处理方向的基础课，要求学生深入理解基本概

念，扎实掌握应用方法。该课程是一门理论性很强

的基础专业课程，概念抽象、公式繁多、内容和知识

体系繁杂［１－４］。因此，有必要对“数字信号处理”

课程进行体系框架的梳理和更新。在理论课程体

系方面，金伟等人针对数字信号处理理论性强、公

式繁杂以及用专业例证解释存在学习时间差等问

题，给出了卷积物理本质的解释，加深了学生对卷

积概念的理解［５］。刘大年等人依据“数字信号处

理”课程的特点和学生的心理规律，阐明了形象化

教学的必要性，提出了形象化教学的原则，这些工

作对培养学生的直觉思维具有积极作用［６］。王秋

生等人针对“数字信号处理”课程建设存在的实际

问题，从授课内容、课程实验、课后作业、考核方法、

教学团队等多方面，系统地阐述了面向工程实践理

念的“数字信号处理”课程建设原则、建设方法、建

设成果以及对培养学生能力的促进作用［７］。在实

践课程体系方面，杨长生等人借鉴欧美等国家的高

阶思维内涵，分析了“数字信号处理”课程的教学

现状，结合国内高校的教育环境进行针对性的课程

设计［８］。孙锐等人阐述了教学过程中的一些典型

案例，通过面向实际问题和学科前沿的研究案例，

增强了学生对知识的应用能力，而了解更多的学术

前沿研究成果，有助于启发学生创新性思维［９］。

王艳芬等人则指出了课程改革的总体目标及具体

思路，重点介绍了运用 Ｍａｔｌａｂ进行课程教学的教
学改革步骤与实施过程，实践证明，该改革具有自

己的特色，取得了显著成效［１０］。针对应用型人才

培养过程中存在的学生知识体系不完整，工程实践

能力弱等问题，丑永新等人基于企业用人需求及实

际工程案例对信号类课程进行改革［１１］。



教学实践结果表明，所提出的信号类课程教学

改革有效地提升了学生的科技创新及工程实践

能力。

然而，目前的课程内容大多从经典视角出发，

具有如下特征：

课程中心“系统”化：在经典课程体系下，“数字信

号处理”以“系统”为中心，围绕系统的输入、输出和性

质分析，从时域和频域开展讨论，包括时域和频域变

换、采样重建和滤波器设计。这种面向系统的课程体

系在数字信号处理发展的初期（２０世纪６０年代至
９０年代末）是合理且可行的［４，１２］。原因在于，如何利

用数字方法替代模拟方法是当时数字信号处理面临

的问题，解决该问题可以提升系统的鲁棒性和可移植

性。随着信息化和人工智能时代的到来，目前该领域

所面临的主要问题已经从“如何替代模拟方法”转化

为“如何从数字信号（数据）本身提取有用信息”，例如

多源、高维、异构数据所带来的复杂特征提取和语义

信息检索等问题［１３］。

课程方法“代数”化：作为“数字信号处理”课

程的承接课程，“数字图像处理”“语音信号处理”

“信号检测与估计”，以及研究生阶段的“现代信号

处理”等课程中，空间、正交、完备等几何概念逐渐

成为信号处理理论前沿研究的基础，例如主成分分

析、稀疏表示、低秩矩阵分析等［１４］。现有经典课程

体系仅介绍信号和系统的代数定义，缺乏对这些代

数定义的几何解释。虽然本科阶段的“数字信号

处理”课程没有涉及这些复杂的信号处理方法，但

建立几何视角下的“数字信号处理”理论体系，能

帮助学生更直观地理解代数理论下的几何本质，为

进一步学习更复杂的信号处理理论奠定基础。

“系统”化和“代数”化的课程体系强调：课程

内容以系统为研究中心，以离散信号傅立叶变换、ｚ
变换和离散傅立叶变换为分析工具，以滤波器设计

为主要目的，课程讲解注重定理和公式推导及其性

质分析。由于概念繁杂，这种经典视角下的课程内

容安排难以给学生建立一个宏观的整体概念，导致

知识体系碎片化的问题。同时，相对枯燥的代数推

导过程，也极大地降低了学生的学习兴趣。

针对以上问题，笔者从几何视角引入对经典数

字信号处理基本概念的重定义，建立“数字信号处

理”课程体系，提高学生的学习兴趣，加深其对基

本概念的理解。英国数学家ＭｉｃｈａｅｌＡｔｉｙａｈ在《二
十世纪的数学》中将代数与几何比喻成耳朵和眼

睛，代数的目标往往集中于建立一个公式，而丢掉

了洞察力［１５］。然而，绝不能放弃这些洞察力！传

统的教学方法注重代数推导，却忽略了几何描述，

即如同我们失去了双眼。而分析认为，人们通过视

觉的接受和理解能力远远超过了听觉。因此，从几

何视角重构的新课程体系，能够有效去除经典课程

体系中“系统”化和“代数”化的壁垒，建立更为简

洁的面向“信号”的“几何”知识体系，并在教学过

程中提升学生对本质问题的“洞察力”。

基于多年的科研基础和教学经验，笔者从课程

特点和发展趋势出发，在现有课程体系框架中，引

入对课程核心内容（信号时域／频域表示、采样定
理和线性时不变系统）的几何描述，让学生洞察到

隐藏在这些理论和概念背后的几何原理［１４－１７］。

１　几何基础
长度为Ｎ的有限长离散时间信号ｘ［ｎ］表示时

刻为ｎ时的样本。我们也可以将这 Ｎ点样本表示
成 维复空间中的向量

其中（·）Ｔ表示向量转置。定义 ｉ为 Ｎ维复空间
中的第ｉ维基向量，且满足 ｉ⊥ ｊ，ｉ≠ｊ。向量 在

基向量 ｉ上的投影可以表示为 和 ｉ的内积

　　　　　　ｘｉ＝〈，ｉ〉 （１）
同时，信号向量 表示为基向量的线性组合

　　　　　　 ＝
Ｎ－１

ｉ＝０

ｘｉ ｉ （２）

公式（１）可以理解为信号的分解过程，公式
（２）可以理解为信号的合成过程。信号的分解过
程通过计算信号在基向量上的分量来分析信号的

性质；信号的合成过程利用基向量线性组合来表示

信号向量。基于上面的信号分解和合成，我们可以

从几何视角对“数字信号处理”课程中的几个重要

概念进行重构。

２　几何视角下的“数字信号处理”课程
２．１　信号时域表示

时域离散信号可以表示为单位脉冲序列的延

迟加权叠加

　　　　 （３）
写成向量的形式为

　　　　　 （４）

其中 ，且仅有第 ｉ个元素的值为１，其
他元素都为０。显然，Δｉ⊥Δｊ，ｉ≠ｊ。公式（４）可
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以看作以Δｉ为基向量，在空间 Δｓｐａｎ｛Δｉ｝ｉ中
的信号合成。对应的分解过程为

　　　　ｘｉ＝〈，Δｉ〉＝ｘ［ｉ］ （５）
这说明离散时间信号的第 ｉ个样本的几何意

义为：信号向量 在基向量｛Δｉ｝上的投影。
２．２　信号频域表示

对离散时间信号进行离散时间傅立叶变换

（ＤＴＦＴ）可以得到信号的频域表示

定义ｂω［ｎ］ｅ
ｊωｎ，那么 ＤＴＦＴ变换可以表示

为如下内积形式

Ｘ（ｅｊω）＝〈，ω〉

其中，，ω分别是序列ｘ［ｎ］，ｂω［ｎ］的向量表
示，且｛ω｝ω构成一组正交基向量，展成空间表示

为 ｂｓｐａｎ｛ω｝ω。同理，从频域到时域变换公式

为

上式说明了离散时间信号频域表示的几何含

义：信号向量 在基向量｛ ω｝ω上的投影。其反变

换表示为信号在空间 ｂｓｐａｎ｛ω｝ω的合成。

信号的时／频域表示是信号处理的基础，我们
将这一问题的经典描述和几何描述分别列在表１
中作为对比。

表１　信号的时／频域表示

类型 经典描述 几何描述

时域描述 序列／脉冲串 Δｓｐａｎ｛Δｉ｝ｉ

频域描述 ＤＴＦＴ变换 ｂｓｐａｎ｛ ω｝ω

２．３　连续时间信号的采样
连续时间信号 ｘ（ｔ）的采样过程一般包括：抗

混叠滤波、采样保持、ＡＤ转换。重建过程一般包
括：ＤＡ转换和低通滤波重建。假设抗混叠滤波器
的冲激响应为ｈ（ｔ），滤波输出为

以周期Ｔ采样后得到离散时间信号ｘ［ｎ］为

定义ｎ（ｔ）＝Ｓｉｎｃ（
π
Ｔ（ｔ－ｎＴ）），那么整个采样过

程可以表示为

　 （６）
其中函数｛ｎ（ｔ）｝ｎ∈瓕构成一组由Ｓｉｎｃ函数组成的正
交基向量，且ｎ（ｔ）∈Ｌ２。定义基向量｛ｎ（ｔ）｝ｎ∈瓕展
成的空间为 ｓｐａｎ｛ｎ（ｔ）｝ｎ∈瓕∈Ｌ２，那么采样过
程（６）可以看作是将连续时间信号 投影到基向量
ｎ（ｔ）的过程，对应的第 ｎ个投影坐标就是第 ｎ个
样本值ｘ［ｎ］。

根据奈奎斯特采样定理，在时域中由离散样本

重建连续时间信号的表达式为

（７）
可以发现，信号重建的本质是利用基向量

ｎ（ｔ）的线性组合来合成信号。因此，重建出来的
信号 ∈ 。若原始信号ｘ（ｔ）∈ ，则重建信号

，即能无失真的重建出原始信号。若

ｘ（ｔ） ，那么重建信号 ，其

中Ｐ（ｘ， ）表示ｘ（ｔ）在空间 上的投影分解。

奈奎斯特采样定理中，信号能够无失真重建的

条件为：采样频率大于２倍的信号带宽。而几何视
角下的无失真重建的条件为：待采样信号 ｘ（ｔ）位
于由Ｓｉｎｃ函数展成的高维空间 。因为Ｓｉｎｃ函数
展成的高维空间就等价于所有带宽为１／２倍采样
频率的信号的集合，这两种基于周期采样的无失真

重建条件是等价的。我们将采样定理中几个重要

概念的经典描述和几何描述分别列在表２中作为
对比。

表２　采样定理的经典描述和几何描述对比

类型 经典描述 几何描述

信号假设 带限 ｘ（ｔ）∈

频谱混叠 信号带宽不满足Ｎｙｑｕｉｓｔ频率 ｘ（ｔ）瓝

采样过程 等间隔抽样 投影（６）

重建过程 低通滤波（插值） 合成（７）

２．４　线性时不变系统
线性时不变系统的输出序列ｙ［ｎ］为输入序列

ｘ［ｎ］和冲激响应序列ｈ［ｎ］的卷积

定义托普里茨矩阵 为
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系统输入输出关系的向量形式为

　　　　 （８）
那么，公式（８）的几何意义为：系统输出ｙ是矩阵
中列向量 ｒ的线性组合。定义列向量 ｒ张成的空

间为 ｈｓｐａｎ｛ ｎ｝ｎ∈瓕，那么ｙ∈ ｈ。

针对托普里茨矩阵 ，ω＝ｖｅｃ｛ｅ
ｊωｎ｝ｎ∈瓕为矩

阵 的特征向量

　　　　 ω＝λω ω （９）

其中λω＝ｎ∈瓕ｈ［ｎ］ｅ
－ｊωｎ，对应系统冲激响应序

列的ＤＴＦＴ。也就是说，当系统输入为单频复正弦
序列时，系统的输出不改变其频率，仅仅根据其冲

激响应序列的ＤＴＦＴ变换来改变相位和幅度。
另外，ω为矩阵 的特征向量，那么向量空间

ｈ＝ ｐｓｐａｎ｛ ω｝λω≠瓓，系统输出 ｙ∈ ｐ。因

此，从几何视角对线性时不变系统的频率选择性解

释为：通带部分对应 ｐ，而阻带部分对应 ｓｓｐａｎ
｛ω｝λω＝瓓。我们将线性时不变系统中的几个重要

概念的经典描述和几何描述分别列在表３中做为
对比。

表３　线性时不变系统的经典描述和几何描述对比

类型 经典描述 几何描述

输入输出 卷积和 ｈｓｐａｎ｛ ｎ｝ｎ∈瓕

频率选择 通带／阻带 ｐｓｐａｎ｛ ω｝λω≠瓓

ｓｓｐａｎ｛ ω｝λω＝瓓

３　基于几何视角课程体系的前沿拓展
基于表１－３中这些课程核心概念的几何解

释，我们可以很容易的将现有学术前沿问题引入到

课程教学中来，例如：

（１）将信号定义为高维空间中的一个点，那么
信号的表示则依赖于对高维空间的定义。时／频域
表示方法分别在基向量Δｉ和｛ ω｝ω所展成的空间

中去表示信号。那么，是否存在其他基向量，也可

以用来表示信号呢？由此我们可以激励学生跳出

课程本身去思考问题，从而引入小波变换、脊波变

换［２０］。更进一步，是否只能用正交基向量展成的

空间去表示信号？从而引入稀疏表达、深度特征学

习等概念［１６－１７］。

（２）采样过程的经典描述虽然能得到频谱周
期延拓的结论，但是推导过程复杂，很容易让学生

忽视了Ｎｙｑｕｉｓｔ定理的充分非必要性。另一方面，
采样过程的本质内容是如何对连续信号进行离散

表示，但学生学完采样定理后仅了解了 Ｎｙｑｕｉｓｔ频

率。从几何的角度可以很容易地分析出来；无失真

重建和有失真（混叠）重建的本质内容是连续信号

是否在采样所使用的基向量展成的空间中，如表２
所示。同时，基于几何描述，是否存在其他的采样

方式，其基向量与 Ｓｉｎｃ函数不同？从而引导学生
去关注采样定理提出后的６０余年间该领域的新发
展，例如压缩感知理论［２１］。

（３）在经典描述中，线性时不变系统的输出为
输入和系统冲激响应的卷积和。由于卷积的交换

律，学生在系统和信号之间很容易混淆，二者具有

一定的不可分问题。在几何描述下可以发现，系统

决定了输出信号所在的空间，而输入信号决定了输

出信号在该空间中的位置。基于这一概念，可以引

导学生进一步研究基于大量输出信号的盲系统辨

识问题。

４　结语
针对经典体系中课程中心“系统”化和课程方

法“代数”化所带来的碎片化问题，我们重新构建

了以“信号”为中心的“几何”知识体系。通过引入

几何视角下对信号和系统的描述，将经典课程体系

中的概念和方法用几何框架中空间、正交、投影、合

成等概念来重新定义。可以发现，几何视角的课程

体系更系统、更本质地诠释了数字信号处理课程中

的概念和方法。
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