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向量相似度测度方法 
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摘要：判断两个向量的相似程度，一般采用计算相似度的方法。首先对相似度测度法中的几种成熟的计算方法和应

用优缺点进行了综合分析和对比。然后，根据实际的应用需要，结合两种成熟的距离测度法的方法，提出了一种改

进的距离测度，即相对误差距离；又从放大较大相对误差作用的思路出发，提出一个相似性函数，即最大相异系数。

这两种方法都充分考虑了相对变化量，具有针对性，适用于未知的待比较向量与确知的标准向量进行测度的情况。 
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Abstract: To estimate two vectors’ similarity, the methods of computing the similarity are generally adopted. Several mature 
similarity estimate methods and their merits and drawbacks in applications are analyzed and compared in this paper. Accord-
ing to the demand of practice application and associating with two mature distance measure methods, an improved distance 
measure method called relative error distance is proposed. And, from the thought of magnifying the effect of the larger rela-
tive error, a comparability function called most dissimilarity coefficient is created. These two methods, which have fully con-
sidered the relative variation value, are applicable in the case of measuring an unknown comparative vector and a known 
standard vector. 
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1  引 言  

相似度，顾名思义是指两个对象之间的相似程

度。根据研究对象的不同，出现了多种相似度的细

化概念，如向量相似度、系统相似度、形状相似度

等等
[1-7]

。相似度测度一般有两种方法：距离测度法

和相似性函数法。 
本文首先对几种成熟相似度计算方法和应用

优缺点进行了综合分析和对比。然后根据实际应用

的特点，即一个未知的待比较向量和一个确知的标

准向量进行测度，提出了改进的距离测度法和相似

性函数。 

2  距离测度 

两向量的距离测度的方法有很多种，一般两向量
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的距离应满足下面的性质
[8,9]

： 
设向量 x 和 y 的距离为 ( , )d x y ，则： 
(1) ( , ) 0d x y ≥ ，当且仅当 x y= 时，等号成立； 
(2) ( , ) ( , )d x y d y x= ； 
(3) ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y≤ + 。 
其中： 1 2 3( , , , )nx x x x x '= ， 

1 2 3( , , , )ny y y y y '= 。 

2.1  几种成熟的距离测度法 

(1) Minkowsky 距离(明氏距离)： 
1

1
( , ) ( | | )

N m
m

i i
i

d x y x y
=

= −∑   (1) 

它是距离的通用形式
[10]
。 

(2) Euclidean 距离(欧氏距离)： 
1
2

2

1
( , ) ( | | )

N

i i
i

d x y x y
=

= −∑   (2) 

欧氏距离是明氏距离当 2m= 时的特殊形式，也

是应用较多的一种距离。当 y 是 0 向量时， ( )d x 表 

示通常意义下的长度，定义为：

1
2

2

1
( )

n

i
i

d x x
=

⎛ ⎞=⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ 。 

(3) Manhattan 距离： 
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( , ) ( | |)

N

i i
i

d x y x y
=

= −∑   (3) 

Manhattan 距离是明氏距离当 1m= 时的特殊形式。 
(4) Jffreys & Matusita 距离： 

1
2

2

1
( , ) ( )

N

i i
i

d x y x y
=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∑  (4) 

(5) Mahalanobis 距离(马氏距离)： 
1( , ) ( ) ( )d x y x y ' x y−= − −Σ  (5) 

式中，Σ 表示 x 和 y 的协方差矩阵。 
(6) Camberra 距离(Lance 距离、Williams 距离)： 

1
( , )

n
i i

i i i

x yd x y x y=

−
=

+∑   (6) 

2.2  以上几种距离测度法的特点 

Minkowsky 距离是距离的通用形式，Euclidean
距离和 Manhattan 距离都是其特殊形式。其中，

Manhattan 距离运算量较低，简单明了，对于向量

中的每个元素的误差都同等对待。而 Euclidean 距

离在一定程度上放大了较大元素误差在距离测度

中的作用，被各个领域广泛应用。Jffreys 距离是在

Euclidean 距离的基础上放大了较小元素误差在距

离测度中的作用，对 Euclidean 距离有所修正。

Camberra 距离做了自身的标准化，考虑到了元素误

差占本身的比重，特别适合于高度偏倚的数据。

Mahalanobis 距离与上述几种距离不同，它考虑到了

向量中各个元素之间的相关性。 
如果假定向量中各个元素相互独立，即向量的

协方差矩阵是对角矩阵，则 Mahalanobis 距离就退

化为 Euclidean 距离，因此，Mahalanobis 距离又称为

广义 Euclidean 距离
[11]
。 

2.3  相对误差距离 

根据向量相互独立的特点，结合 Euclidean 距

离和 Camberra 距离的思路，提出一种距离测度方

法，即相对误差距离法。 
思路：Camberra 距离考虑到了元素差值占自身

的比重，根据这一思路，给出待比较元素 ix 与标准 

元素 iy 的相对误差 i i

i

x y
y
−

，再参考 Euclidean 距离的 

思路，求相对误差的长度。计算表达式为： 
12 2

1
( , )

n
i i

i i

x yd y=

⎡ ⎤−⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑x y  (7) 

其中：向量 x 表示未知的待比较向量，向量 y
表示确知的标准向量。 

这种方法放大了较大相对误差的作用，适用于

未知的待比较向量与确知的标准向量进行测度的

情况。由于在计算过程中对比较向量和标准向量不

同对待，所以不满足距离性质中的对称性。 

3  相似性函数 

3.1  几种成熟相似性函数 

相似性函数是用函数的方法来表征两向量相

似的程度，根据向量中元素的不同，相似性函数可

分为二元向量的相似性函数和一般向量的相似性

函数。 

3.1.1  二元向量的相似性函数 

也可称作匹配测度。只有两个状态 (0-1) 的变量

称为二元变量。由二元变量组成的向量叫做二元向

量。二元变量分为对称的和非对称的两种。如果二

元变量的两个状态是同等价值的，具有同样的权

重，那么称其为对称的二元变量，否则称为不对称

的二元变量。设x和 y为二元向量， 1 2 3( , , , )nx x x x '=x ，

1 2 3( , , , )ny y y y '=y ，则这两个向量匹配数目的定义为： 

1

n

i i
i

a x y
=

=∑ ；
1

(1 )
n

i i
i

b y x
=

= −∑ ； 

1
(1 )

n

i i
i

c x y
=

= −∑ ；
1
(1 )(1 )

n

i i
i

d x y
=

= − −∑  

其中：a 为向量 x 和 y 的 (1 1)− 匹配的数目，b
为向量 x 和 y 的 (0-1) 匹配的数目，c 为向量 x 和 y
的 (1 0)− 匹配的数目，d 为向量 x 和 y 的 (0 0)− 匹配

的数目。 
一般二元向量的匹配测度方法有： 
(1) 简单匹配系数(SMC)： 

( , ) a dsim x y a b c d
+=

+ + +
  (8) 

简单匹配系数的分子为 (1-1) 和 (0-0) 匹配的数

目之和，分母为所有数目之和。用于分析对称的二

元向量。 
(2) Jaccard 系数(Tanimoto 系数)： 

( , ) asim x y a b c=
+ +

  (9) 

Jaccard 系数无论是分子还是分母都完全不考

虑 (0 0)− 的匹配，常用来处理非对称的二元向量。 
(3) Dice 系数： 

2( , ) 2
asim x y a b c=

+ +
  (10) 

Dice 系数也是分子、分母都不考虑 (0-0) 的匹

配，同时对 (1-1) 匹配进行加权，体现了对 (1-1) 匹配

的重视。 

3.1.2  一般向量的相似性函数 

一般向量的相似性函数较距离测度应用更为
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广泛，如夹角余弦法、相关系数法、广义 Dice 系数

法、广义 Jaccard 系数法等。 
(1) 夹角余弦法 
夹角余弦用来度量两组向量之间夹角的大小，

亦称为相和系数，表达式为： 

1
1
2

2 2

1 1

( , )( , ) cos( , )

n

i i
i

n n

i i
i i

x yx ysim x y x y x y
x y

=

= =

⋅
= = =

⋅ ⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑ ∑
 (11) 

夹角余弦的几何意义是在由 N 个元素组成的 N
维空间中，表征两个向量之间夹角的余弦值。一般

在使用前需要对向量中的各元素进行无量纲化处

理，使各元素都为正，这时夹角余弦的取值范围为

[0，1]，取值越大表明两向量夹角越小，两者越接

近，值为 1 时，两向量完全相同。另外，夹角余弦

规范化了向量的长度，这意味着在计算相似度时，

不会放大数据对象重要部分的作用
[12]
。 

(2) 相关系数法 
cov( , )( , ) ( , )

cov( , ) cov( , )
x ysim x y r x y

x x y y
= =

⋅
 (12) 

其中：
1
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n

i i
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x y x x y yn =
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i
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1 n

i
i

y yn =
= ∑ 。 

所以相关系数可以表示为： 
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∑ ∑
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相关系数是多元统计学中用来衡量两组变量

之间线性密切程度的无量纲指标，取值范围为[-1，
1]。分为正相关、不相关和负相关 3 类情况。通常

在计算时，还要经过一定的处理，将负相关与正相

关合并到一起，这时它的取值范围为[0，1]，值越

大相关性越强，当值为 1 时，两向量完全相同。从

式(13)可以看出相关系数是中心化的夹角余弦，性

质与夹角余弦相似。 
(3) 广义 Dice 系数法

[13] 

1

2 2

1 1

2
( , )

n

i i
i

n n

i i
i i

x y
sim x y

x y
=

= =

⋅
=

+

∑

∑ ∑
 (14) 

广义 Dice 系数是对前面提到的 Dice 系数的应

用推广，它与夹角余弦有些相似之处，两种方法分

子相同，区别在于广义 Dice 系数的分母用的是两个 

向量长度平方的算术平均：
2 2( ) ( )

2
d x d y+

，而夹角余 

弦的分母是几何平均： 2 2( ) ( )d x d y⋅ 。 
(4) 广义 Jaccard 系数法 

1

2 2

1 1 1

( , )

n

i i
i

n n n

i i i i
i i i

x y
sim x y

x y x y
=

= = =

⋅
=

+ − ⋅

∑

∑ ∑ ∑
 (15) 

广义 Jaccard 系数与上面的广义 Dice 系数很相

近，是在广义 Dice 系数的分子和分母同时减去两向

量的内积，性质与 Dice 系数也很相近。 
以上几种一般向量的相似性函数，都是在夹角

余弦的基础上的演变，在应用上夹角余弦和相关系

数法应用较多。 

3.2  最大相异系数 

为了判断一个未知的待比较向量和一个确知

的标准向量的相似度，提出了最大相异系数法。它

的计算公式、原理和特点如下： 
设 x 和 y 分别为未知的待比较向量和确知的标

准向量。首先，定义“相对误差向量”： = i i
i

i

x y
yλ −

； 

然后，将向量λ 从大到小排列重组为： { },i j i jλ λ λ= ≥ < ，

取出向量λ 的前 k 个值： { }1 2 3 kξ λ λ λ λ= , , ；最后，

对向量ξ 加权平均，得到最大相异系数： 

1

1

( 1)
k

j
j

y k

j

k j
z

j

ξ
=

=

− +
=
∑

∑
  (16) 

原理：首先，“相对误差向量”的选定是考虑到

待比较元素与标准元素的绝对误差的大小不能明

确地表明它对相似度测度的影响，例如绝对误差为

2，对于标准元素分别为 100 和 1 两种情况的影响

差异很大，如果标准元素是 100，那么误差几乎可

以忽略；如果标准元素是 1，那么误差已经成为它

的 2 倍，误差非常大，因此元素误差的影响不仅与

绝对误差有关，还与标准元素的大小有关，所以采

用了相对量；然后，在 n 个元素中选出最大 k 个，

由于相对误差小、可以忽略的元素在判决过程中起

不到实质的作用，只能为相似度提供基数，所以选

取其中影响最大的 k 个；最后，最大相异系数是一

个加权平均的过程，采取了不同的加权系数，相对

误差越大采用的加权系数就越大，突出了相对误差

大的元素对判决的影响。 
最大相异系数 yz 的取值范围为[0, )∞ ， yz 越小则
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两向量越相近，当且仅当 0yz = 时，两向量完全相同。 
在 3.1 节中所述的一般相似性函数应满足以下

性质
[14]
： 

(1) 0 ( , ) 1sim x y< ≤ ，当且仅当 x y= 时，等号成立； 
(2) ( , ) ( , )sim x y sim y x= 。 
这是一般情况下，计算两个向量的相似度应满

足的性质，计算过程中对两个向量没有偏重，同等

对待，而本文要解决的是判断一个待比较的未知向

量和一个确知的标准向量的相似度，两个向量不是

同等条件的，文中的最大相异系数法正是根据这一

应用特点而提出的，因此不满足常规的相似性函数

的性质。 

4  向量相似度方法对比 

为了方便各种相似度方法的对比，现将相似度

的方法名称、参考变量和优缺点分析列于表 1 中。 

5  结 语 

本文对几种成熟的向量相似度测度方法进行

了分析和归纳，其中包括六种距离测度法、三种针

对二元向量的相似性函数和四种针对一般向量的

相似性函数，这些方法从独立到相关，从长度到角

度，从二元到多元，全方位多侧面的描述了向量相

似度。 
根据实际应用的需要，结合成熟相似度方法的

思路，提出了相对误差距离和最大相异系数，这两

种方法都是从相对误差的概念出发，放大较大相对

误差的作用，在判断一个未知的待比较向量和一个

确知的标准向量的相似度上有其独特的作用和意义。 
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表 1  向量相似度方法对比 
Table 1  Comparison between vector similarity methods 

方法名称 参考

变量

优缺点分析 

Minkowsky 距离 一般

向量

距离的通用形式。 

Euclidean 距离 一般

向量

应用广泛的距离形式，一定程度

上放大了较大元素误差在距离

测度中的作用。 
Manhattan 距离 一般

向量

简单明了，对向量中的每个元素

同等对待。 
Jffreys & Matusita 

距离 
一般

向量

在 Euclidean 距离的基础上，放

大了较小的元素误差的作用，对

Euclidean 距离有所修正。 
Mahalanobis 

距离 
一般

向量

又称广义 Euclidean 距离，考虑

到了向量中各个元素之间的相

关性。 
Camberra 距离 一般

向量

做了自身的标准化，考虑到了元

素误差占本身的比重，特别适合

于高度偏倚的数据。 

简单匹配系数 二元

向量

用于分析对称的二元向量。 

Jaccard 系数 二元

向量

不考虑(0-0)的匹配，常用来处理

非对称的二元向量。 
Dice 系数 二元

向量

不考虑(0-0)的匹配，同时对(1-1)
匹配进行加权，体现了对(1-1)
匹配的重视，常用来处理非对称

的二元向量。 

夹角余弦 一般

向量

表征两个向量之间夹角的余弦

值，规范化了向量的长度。但在

计算相似度时，不会放大数据对

象重要部分的作用。 
相关系数 一般

向量

相关系数是多元统计学中用来

衡量两组变量之间线性密切程

度的无量纲指标，是中心化的夹

角余弦，性质与夹角余弦相似。

广义 Dice 系数 一般

向量

与夹角余弦有些相似，改两向量

长度平方的几何平均为算术平

均。 
广义 Jaccard 

系数 
一般

向量

广义 Dice 系数的基础上，分子

分母同时减去两向量的内积。

相对误差距离 一般

向量

结合 Euclidean 距离和

Camberra 距离的优点，放大了

较大相对误差的作用，适用于待

比较向量与标准向量进行测度

的情况。 
最大相异系数 一般

向量

针对待比较向量和标准向量做

相似性判断的特点，使用相对误

差、加权、平均等手段，放大了

较大相对误差的作用，同时减少

了较小相对误差的基数作用。
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