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1 1 线图连通度的界 0／'~7 
The Bounds for the Connectivity of Line GraphS 

何 中 市 扬 晓 帆 

He Zhon~hi Yang Xiaofan 

(重庆大学系统工程及应用数学系。计算机研究所，重庆，630044) 

h 卜＼ 摘 要 首先培出了线图连通度 的一个上界： ≤d+△一2；其次得出了在条件 

d≥[号]+l下 的一个很好的下界：KL≥2d--2；由此得到当 ≥[号]+l时，若G为正 
础圈。则 = 2d一 2，若 0为拙正则图。则 KL= 2 一 2或 2d— 1． 

关键词 堡；图 ／塑  地 
中国图书资料分类法分类号 0157．5；O157．6 

ABSTRACT An upper bound and lower bounds for the connectivity of the line graph L(0) 

are determinex1．The upper bound is presented E≤d+△ 一2 in genera[，and an advanced lower 

bound is carH~d out in the form ≥2d一2 when d≥『詈l+1．S。me other results are given， 

especially，it ≥l号1+1，then K =2d一2 over the regular graph and ：28—2 or 2 一1。ver 
the quasi—regular graph· 
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0 引 言 

对于顶点集为 、边集为 目的简单图a(v， )(简记为0)。其线图记为L(0)：L(∞ 也是一 

个简单图 ·其顶点集为 0的边集。两个硬点 el、el在 L(0)中相邻当且仅当两条边e A 在 0中 

有一个公井端点 ．关于0和 L(0)，本文将用到如下记号。 

“=“(0)表示图0的顶点数，Ⅳ。(”)表示0中顶点 的邻接顶点集，山( )一 l肌 ( )l表 

示0中顶点”的度，并记 d=d(0)、△ 一△(0)分别表示图G的顶点最小度和顶点最大度， 

即 

d= d(0)一 rain{d。( )) (1) 
●E r 

A = A (0)= max{ ( )} (2) 
-∈r 

记 =̂ (̂0)和 K= K(G)分别表示 0的边连通度和点连通度 ，则有 ： 

(0)≤ (̂0)≤ ( ) (3) 
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关于0的线图 L(0)，其顶点e= ”的度记为dL Ce)=d ( ”)，则 

dL(e)= dL( ”)一 d ( )+ d口( )一 2 (d) 

并以 屯 ： d(L( ))表示 L( )的顶点最小度 ，则 

乱 一 rain{dL(np))一 min{ )-r-d。( )一 2) (5) 
·PE F(c) ·-E■(0) 

记 k = (̂L(0))和 一 (L(0))分别表示 L(0)的边连通度和点连通度。 

关于 、 的下界，文献 给出了如下引理 ： 

引理 A0： 若 ≥̂ 4．则 ≥ 2d一2． 

引理 若 ≥̂ 2．则 ≥  ̂

引理 A给出了 的一个良好下界}而引理 B仅给出了 的一个很～般的下界 ，这远远 

不能满足其在计算机网络容错性分析与设计中的应用0 ． 

本文对一般情形给出了 的一个上界： ≤d+△一2，同时证明了在d≥l号l+I的 
条件下 ≥ 2d一 2成立．从而得到了 的一个很好的下界及若干推论。 

I 主要结果 

关于 的界．得到如下结果 ： 

定理 I 若 d> O，则线圈 L(G)的连通度 满足 

≤ d+ △ 一 2 

定理2 若d≥l号l+l，则 
≥ 2d一 2 

结合引理 8和定理 l即得推论 1． 

推论 l 若 ≥ 2，则 

A≤ K ≤ d+ △ ～ 2 

由于 ≤ d≤ △成立，故 的上界与下界的差距(d+ △一 2一 ≥̂ △一2)较大 。 

推论2若 ≥[号]+1，则 
2d一 2≤ ≤ (2d一 2)+ (△ 一 d) 

证 因̂≤ 由已知̂≥[号]+l得d≥[号]+1．再由定理2即得 
K ≥ 2d一 2 

又由定理 1有 

≤ d+ A一 2= (25— 2)+ (d— d) 

从而推论 2得证。 

只要 ≥2，则由̂ ≥f号『+l知 ≥ ≥̂2，故 
(2d一 2)一 z= (d一 )̂+ (d一 2)≥ d一 2≥ 0 

从而．当 ≥̂l号l+1时，推论2给出了比推论l更好的下界．且其上下界的差距减少为△ 
— — d． 

再由 ≥ ，知当̂≥[号]+l时有；屯≥ ≥2d一 ，即丸≥2 一2，此即为文献 
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给出的引理A的结论，故在 ≥l号j+l的条件下，引理A的结论正好是推论2的一个推论。 
若 G为正则图或拟正则图，则有推论 3 

推论3当 ≥I号j+1时： 
(1)若 G为正则图，则 = 2d一 2； 

(2)若 G为拟正则图，则 if．： 2 一 2或 2 — 1． 

证 由于G为简单图，且d≥[号]+l·故‘” 

d≥[割+1 
由推论 2有 

26— 2≤ ≤ (2d一 2)+ 一 d) (6) 

(1)若 G为正则图，刚 A = ，由(6)式即得 

= 2 一 2 

(2)若 G为拟正则图．则 △ 一 = 1，由(6)式得 

2 — 2≤ KL≤ 26— 1 

亦即 = 2d一 2 或 2d— l_ 

2 两个预备定理 

为了证明定理 2，需要先证明如下两个预备定理。 

定理 3 对图 G ，目)．设lrl= 『 『≥4．若对于顶点集P的任意划分： =sU T，sn T 

} 中，且 I圳 ≥ 2，『T『≥ 2，均有 e(8，T)≥ ％(Co为非负整数)，则 

≥ ‰ 

其中 (s，T)表示 G的一个端点在 中，另一个端点在 T中的边数，亦即 G中跨接 s和 

T的边数． 

证 欲证 ≥ ，只须证 ￡(0)不存在 I《·卸的 点割集 ，用反证法。 

假设 ￡ )存在I<“的 点割集，即 ￡∞)存在 (c( ))ll l= < ，使￡(G) 
一  点不连通或为孤立点。 

由0与 ￡(G)的关系知，￡(0)的顶点即为0的边，故，相应地得到： 

在0中，存在 ￡ (0) l l=t< ，使G一 边不连通或只舍一条孤立边。 

1)若 0一 只舍一条孤立边，则设此边为 ，可知 G中与 “ 相关联的边垒包含在 

中，于是 乱(“ )≤ 『 『 

令 8： {Ⅱ， }， T： ＼s，贝 

。(s，T)≤ ( p)≤ I I= < 如 

亦即 。(8，T)< ， 

面 ， 是 的一个划分，且 l I=2，lTI； IVl— IsI= 一 IsI≥ 4—2=2，由已 

知 。 ， )≥ ’，导致矛盾。 

2)若0一 边不连通，即G一 至少含有两条边eI、 且 e-、e：分别包古在0一 的 

两个不同的连通分图 ．、 中t则图0一 可划分成顶点和边都不相交的两部分， 
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G一 =0l U G2 

其 中 = 。t ( 一 ∥ )一 = 一 一 。三 ， 

因此，在 G一 中，G。，G 之间无跨接边 。 

令 — (0 )， = (0)＼8= (G一 ) ( )= ( )．则 8、 是顶点集 V的一个 划 

分，且 lsl≥ 2，l l≥ 2成立，由已知有 e(S， )≥ 

但是，在G— 中，因 与 之问无跨接边，从而 与 之间无跨接边。故 口中 与 

之间的跨接边全包含于 中，即有 

e(8， )≤ l l= < 

亦即 e(S， )< ，导致矛盾。 

练上 ，定理 3得 证 。 

定理d 若 ≥{{{+l， ≥4 则对于G的顶点集 的任意划分；V= u ，8 n 
=  ，且 l ≥ 2，l l≥ 2，均有 ( ， )≥ 2 一2 。 

证 设 s、 为顶点集 的任一划分： 

U = V， n = ，且 l l≥ 2，l l≥ 2 

则有 J8l+ l J= lV J；*，因此 J l，J l二者之 

一

必不超过[号]．不失一般性，设Isl≤[号]，现 
考察从 8到 的边数 e(8， )，如右图。(若 lsl> 

l号l，则I l≤I罟{，则考察e( ，s)，利用G为无 
J L J 

向图有e(s， )=。 ， )及 、 的对称性，同理可 圈0( ，耳) =疗U 

证明结论成立)。 

设lsl= ，则 2≤ ≤l等l 

因 ( )： f， U T，故 V p∈ ，有 

Ⅳ (p)= Ⅳ ( )U Ⅳf(口) 

其中 N ( )，矾( )分别表示顶点 在顶点集V、8中的邻接集，由s n = 有 

Ⅳ ( )n Ⅳ，(")= 

从而 l̂r ( )l= lN (”)l+ lⅣf( )l 

即 INt( )l= lⅣ。( )l— lNa( )l 

由d=d(0)及 IⅣ。( )I= ( )≥ d(G)有 l肌( )l≥ d，又G为简单图，且 p∈ ，故 

l ( )l≤ lsl— l= — l 

因此 l坼 ( )l≥ d一 ( — 1) 

而 lⅣf( )l即为 中璜点 在 中的邻接点的个数，亦即一个端点为”，另一个端点在 中的 

边数，可知 。(s，T)就是所有这些一个端点在 中，另一个端点在 中的边的总数 ，因此有： 

。(s， )=∑ l̂r，( )l≥∑[d一 一1)] 
’E4 tEJ 

= f J·[d一(z—1)]=z· 一 ( —1)] 

亦即 e(S， )≥ d一 ( 一1)]，由此有 一 

(8， )一 (2d一2)≥z[d一 (z一 1)]一 (2d一2) 
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一 ( 一 2)[( — 1)一 ] 

由已知 ≥[号]+ 即 一 ≥[号]， 

又2≤ ≤[号]，故 一2≥o，( 一1)一 ≥[号]一 ≥o， 
从而得 (8， )一 (2d一 2)≥，0，即 (8， )≥ 2 一 2． 

3 定理 1和定理 2的证明 

3．1 定理 1的证明 

对图 G，因 d> 0，故存在 m ∈V，使 

如 (“o)= d> 0 

即存在 "o∈V，使 u日 ∈ ，由(1)赉、(2)式及(4)、(5)式得 

屯 ≤ ( )一 如( o)+ d。(v0)一 2 

≤ d+ △ 一 2， 

即 ≤ d+ △ 一 2， 

另一方面，由(3)式知!aL— ( (。))≤d(L(G))一 如。即 也≤ d 

从而得 

≤ d+ △ 一 2 

3．2 定理 2的证明 

由d≥[号]+l及G为简单图知 ≥3 
1)当 ≈一 3时； 

由d≥[号]+l及G为简单图知 
G— K，， d— d(G)一 2 

其中K，表示3阶完全图。显然L(G)=L(K，)： ；．从而 —w(L(G))一 ( ；) 3一l 

2= 2× 2— 2= 2d一 2． 

故有 ≥ 2d一 2成立。 

2)当 ≈≥ 4时； 

结合定理 3及定理 4即刻得到 

≥ 2d一 2 

综上，定理 2得证。 
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