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1 引 言

Capon波束形成, 即最小方差无失真响应波束

形成(MVDR) ,是波束形成中最重要一种的算法 [1, 2] ,

它在声纳、雷达、无线通信中有广泛的应用。实际运

用中一般是用采样点协方差矩阵代替干扰加噪声矩

阵,并对其求逆( SMI)的方法得到加权向量 ,使得输

出信干噪比( SINR)最大。但是在训练数据段存在期

望信号( SOI) , 即信号污染(而这种情况在声纳信号

中是很普遍的) ,或者是方向向量存在误差、快拍数

有限的情况下, MVDR的性能将急剧下降 [3]。为了兼

顾波束的旁瓣级、主瓣宽度、阵增益、稳健性和逼近

精度等指标 , 许多学者作出了努力 [ 4-15] , 例如文献

[ 15] 中提出的利用二阶锥规划实现的稳健波束形

成。其中,对角加载是提高 MVDR 的稳健性的一种

有效的方法。如何确定对角加载因子是大家关注的

问题。对于快拍数有限 , 甚至是阵元数大于快拍数

的情况 , Xavier 利用有限随机矩阵理论和多元统计

分析(G-analysis) ,构建代价函数求得最佳加权因子,
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得到最大 SINR[8] ,本文将其称为 Xavier 的方法。这

种方法中,当方向向量存在误差的时候,期望信号被

当作了干扰信号而发生自消现象 , 无法得到正确的

波束。Xavier 对此未进行详细分析。本文着重于研

究波达方向误差对 Xavier 的方法的影响,并利用特

征空间理论对 Xavier 的方法进行了改进。

2 信号模型

不失一般性,考虑 M元半波长间隔均匀线列阵

( ULA) ,假设信号源为点源,阵列的输入为:

x( t) =!a 0s0( t) +
K

i=1
!a isi( t) +n ( t) ( 1)

式中

a i 是实际的方向向量。在信号的秩为 1的情况

下, a i!CM×1, i=0, 1,⋯K。K为干扰源个数。事实上它
们是无法精确已知的。

si( t) , i=0, 1,⋯K,为相互独立的复高斯随机信

号,均值为 0,方差为 Pi/2, Pi 是信号功率。s0( t)为期

望信号,剩下的为干扰信号。

!=0, 表示 signal-free 的情况 , 即期望信号不存
在于训练数据段 ; !=1, 则表示信号污染 ( signal-
contaminated)的情况 , 即期望信号存在于训练数

据段。

n ( t)是接收机产生的噪声 , 假设为单位复高斯

噪声。

如果有 N个快拍数,可以写作:

X=a 0S0+
K

i=1
!a iSi+n

=[ a 0 a 1⋯ a K]

S0
S1

SK

"
#
#
#
$

%
&
&
&
’

+n , ( 2)

=AS+n

X!CM×N, A为阵列流形矩阵。Si!C1×N。
采样点协方差矩阵为 R=E{x( t) x( t) H}( E{}表示求

取随机变量的期望 , {}H表示矩阵的复转置)。对于

实际情况,近似得到:

R! = 1
N
XXH ( 3)

阵列的输出端得到 Y=wHX ( 4)

输出信干噪比 SINR= P0|w
Ha 0|2

wHRi+nw
( 5)

w 是波束形成器的加权向量, w!CM×1。
Ri+n 是干扰加噪声的协方差矩阵。

3 MVDR 波束形成器及对角加载

3.1 SMI

对于 MVDR 波束形成,选择 wopt 为以下二次规

划的最优解,以保证得到最大 SINR。

wopt=argmin
w
{wHRi+nw}, s.t. wHa 0=1 ( 6)

可以得到 w= Ri+n
- 1a 0

a 0HRi+n- 1a 0
="Ri+n- 1a 0 ( 7)

其中尺度因子 " 对 SINR 并没有影响。在实际
中无法得到 Ri+n,甚至不知道干扰信号源的个数 K。

用估计得到的采样点协方差矩阵R!代替 Ri+n。这样
也就得到 SMI波束形成算法:

wSMI=R! - 1a 0
当训练数据中不存在期望信号的时候 , 输出的

SINR收敛于最优 SINR。但是如果训练数据段中存

在期望信号,或是由于方向向量误差、数据的非平稳

性,则 MVDR的性能将急剧下降。

3.2 LSMI

由于 SMI必须要在R!可逆, 也就是快拍数大于

阵元数的前提下方可适用, 为了推广至R!不可逆或
者条件数较小的情况 , 同时也为了减小旁瓣 , 改善

MVDR 波束形成器的性能 , 引入了对角加载因子 ,

即加载采样矩阵求逆( LSMI)。详见文献[ 4]。

w! DL=[R! +#IM] - 1a 0 ( 8)

IM表示 M阶单位矩阵。因为R!是 Hermitian 矩

阵 ,特征值均为非负实数。为了保证R! +#IM的正定
性, #为一个正实数。许多学者提出了确定对角加载
因子的方法,常见的有:

在文献[ 4] ,设定 #为R!的最小特征值的十倍:
#=10$min ( 9)

当R!为奇异矩阵的时候, #=0
文献 [ 5]中 , 设定 # 为协方差矩阵对角元素的

标准差

#=std( diag(R! ) ) ( 10)

文献[ 6]中,设定 # 满足下列式子:

#=- $! min+ ($! K- $! min) ($! K+1- $! min)( ( 11)

其中 K为干扰信号子空间的维数。

当 M>N,也就是R!为奇异矩阵的时候,

#≈ $! K$! K+1( ( 12)
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4 利用随机矩阵理论的对角加载

在过去的文献中 , 对角加载因子大多是通过定

性分析估计得到 ,如第三节的几种方法。这些方法

运算简单,但是缺乏理论依据,无法证明得到的是最

佳对角加载因子。

九十年代末期以来 , 自适应波束形成取得了长

足的发展,逐渐开始出现系统地从理论上进行分析,

然后通过定量运算得到对角加载因子的方法 , 例如

Li Jian 等人提出的稳健 capon 波束形成( RCB)、双

约束稳健 capon波束形成 (DCRCB) [7], Gershman提

出的基于最差情况下性能最优化的稳健自适应波束

形成[13]等,在数学上都是等效于求取对角加载因子。

这些方法尽管在快拍数小于阵元数的时候也可

以使用 , 但是性能并不是很好。文献[ 8]中 , Xavier

运用随机矩阵的理论,很好地解决了这个问题。

Xavier 通过求取输出信号和期望信号的谱函

数之比得到代价函数:

q(!) = 1
1- c"
a 0H( R+#IM) - 1R(R+$IM) - 1a 0
( a 0H( R+$IM) - 1a 0) 2

( 22)

"= 1
M

M

m=1
!( %m

%m+$
) 2, $=&( 1+cb) ( 23)

c=M/N, b是下列多项式的唯一正解

b= 1
M

M

m=1
! %m( 1+cb)

%m+&( 1+cb)
( 24)

%! m, e!m是R!的特征值和特征向量, m=1,⋯M。运

用 G-估计,用q" (&)来逼近 q(&)。通过最小化代价函

数q" (&)得到对角加载因子:

!%=argmin
!
{q" (&) }

q" (&) = 1

(1- ch" (&) ) 2
a 0H(R! +&IM) -1R! (R! +&IM) -1a 0
( a 0H(R! +&IM) -1a 0) 2

( 25)

h" (&) = 1
M
tr [ R! (&IM+R! ) - 1] ( 26)

具体推导详见文献[ 7]。

为了降低运算复杂度,对R!进行特征分解,写作:

q(&) = 1

( 1- ch" (&) ) 2

M

m=1
! |a 0He!m|2%! m
(&+%! m) 2

(
M

m=1
! |a 0He!m|2

&+%! m
) 2

( 27)

h" (&) = 1
M

M

m=1
! %! m

&+%! m
( 28)

即使快拍数小于阵元数 , Xavier 的方法也能得

到相当好的性能。但这是在基于方向向量精确已知

的情况下,如果方向向量估计存在误差,则期望信号

会被当作干扰信号,而产生自消现象。

5 Xavier 方法的性能考查

5.1 方向向量误差的影响

方向向量的误差产生原因可能有 : 波达方向

( DOA)的失配 , 阵增益或是相位的随机扰动 , 阵元

位置的未校准 ,阵元间的耦合 , 环境波阵面失真 , 信

号的散射等等,见参考文献[ 16]。

为了简化问题 , 本文着重于考察波达方向失配

引起的误差。a 0是实际的方向向量 , a 0是估计的方

向向量。

a 0=[ 1 exp(’) ⋯ exp( (M- 1)’) ] T=g((0) ( 29)
a 0=[ 1 exp(’) ⋯ exp( (M- 1)’) ] T=g((0) ( 30)
!=a 0- a 0, ||!||2<" ( 31)

其中, ’=j2#d/%sin((0) , ’=j2#d/%sin((0)
a 0=g((0)表示 a 0是关于 (0的函数。
以下面的仿真例子来看 DOA的失配的影响。

仿真 1 观测方向存在误差的情况

M元半波长间隔 ULA,期望信号的估计方向是

60°, 干扰信号的方向是- 30°, 均为点源发出的窄带

信号,实际的期望信号方向是 61°。方向向量误差范数

||!||2=1.7758。仿真结果如下图, accurate 表示期望信
号的观测方向精确已知的情况( 61°) , inaccurate 表

示期望信号的观测方向存在误差的情况(估计为60°)。

观察图 1,可见,在期望信号的方向向量精确已

知的情况下 , 即使是快拍数小于阵元数的情况 ( c=

2) , Xavier 的方法也可以得到很好的性能 (保形能

力较好)。但是当估计的期望信号方向有一定误差

的时候,则会在真实信号方向上形成零陷,从而导致

Xavier 的方法失效。

5.2 SNR 的影响

下面来考查输入 SNR对 Xavier 的方法的影响。

仿真 2

快拍数为 40, 干噪比为 0dB, 信噪比从 - 20dB

变化到 60dB。其他条件同仿真 1。运行 200次蒙特

卡罗仿真得到的平均 SINR如图 2( a)。accurate 曲

线为精确已知期望信号方向 61°的情况下采用

Xavier 的方法 ; inaccurate 为期望信号的估计方向

为 60°的情况下采用 Xavier 的方法; method 2为采

用的式( 10)的方法。增大方向向量的估计误差 , 改
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图 1 观测方向存在误差的波束图

Fig.1 Beam pattern with imprecise DOA

图 2 信噪比与输出 SINR关系曲线

Fig.2 The relationshipbetween SNR and output SINR

变期望信号实际方向为 62°, 估计方向仍为 60°,得

到结果,如图 2( b)。

从图 2中可以看出:在低信噪比的情况下,即使

采用不精确的方向向量 , Xavier 的方法也能得到与

使用精确方向向量非常相近的输出信干噪比 , 表现

其对指向性误差的稳健性与信噪比相关。可以说 :

低信噪比的情况下可以忽略方向向量偏差的影响 ,

信噪比越低,可以容许的方向向量的偏差越大。图 2

( a)中 , inaccurate 曲线的拐点大约在 3dB, 即大于

3dB 的时候 , 则在精确方向上产生了零陷 ;图 2( b)

中,则大约在- 5dB。

6 基于特征空间的波束形成

对于自适应稳健波束形成 , 除了对角加载波束

形成,还有基于特征空间的波束形成 ESB。

对采样协方差矩阵进行特征分解,

R! =E! s!! sE! sH+E! n!! nE! nH

!! s={!" 1, !" 1,⋯, !" K+1},

!! n={!" K+2, !" K+3,⋯, !"M},

E! s={e!1, e!2,⋯, e!K+1},

E! n={e!K+2, e!K+3,⋯, e!M},

!" K, e!K, k=1⋯M分别表示R!的特征值和对应的特征向
量。则加权向量可以由下式得到:

w=R - 1i+n a! 0 ( 32)

其中a! 0=E! sE! sHa 0, 即以估计方向向量在信干子空间
上的投影代替估计方向向量,从而减小指向性错误、

有限快拍数的影响。而文献[ 17]的 ESB 改进算法,

对于降低波达方向失配引起的误差更为有效。估计

的方向向量为 a 0,实际的方向向量为 a 0的情况 , 由

于 a 0属于信干子空间, a 0不属于信干子空间。根据

投影定理:

||E! sE! sHa 0||2=||a 0||2=M

||E! sE! sHa 0||2<||a 0||2=M
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假设期望信号存在于主瓣 , 且波达方向的失配

误差不大。!0是主瓣的中心,改变 !值,使得估计方
向向量在信干子空间上投影的内积达到最大值,

!! 0=argmax
!
||E! sE! sHg(!) ||

则得到校正的方向向量: a! 0=g(!! 0)

将a! 0代入式( 32)即可。
由于在低信噪比的情况下噪声子空间和期望信

号的方向向量不满足正交性 , 因此基于特征子空间

的波束形成只能运用于信噪比不太低的情况 , 否则

会发生子空间逆转。另外该方法只能运用于信号的

秩为 1的情况。

7 算法改进

运用第 6节的思想,先对方向向量进行校正,减

小波达方向的失配,再来进行对角加载因子的运算。

算法流程如下:

( 1)求取协方差矩阵: R! = 1
N
XHX

( 2)对R!进行特征分解。假设干扰信号个数 K已
知 , 否则可以运用模型结构辨识中 AIC 法、最终预

报误差准则法等来确定 K。R! =E!!! E! H, E! s={e!1, e!2,⋯,
e!K+1}。

( 3)校正方向向量a! 0=g( !! 0) ,其中a! 0=argmax{-
!

||E! s·E! sHg(!) ||2}=argminf(!)
!
,运用黄金分割法来寻

找极值点 ,而搜索上下限可以设定为波达方向的估

计误差限。详见参考文献[ 18]。

( 4)求取对角加载因子,将a! 0代入式( 32)。

"!=argmin{q! (!) }
"

q! (!) = 1

( 1- ch! (!) ) 2

M

m=1
! |a! 0He!m|2#! m
(!+$! m) 2

(
M

m=1
! |a! 0He!m|2

!+$! m
) 2

h! (!) = 1
M

M

m=1
! $! m

!+$! m
仿真 3

M 个阵元的半波长 ULA, 期望信号的估计

DOA是 60°,干扰信号的 DOA是- 30°, 均为点源发

出的窄带信号,信噪比和干噪比均为 10dB。实际期

望信号方向在 57.5°到 62.5°之间变化。进行 100 次

蒙特卡罗仿真 ,得到实际期望信号方向与输出信干

噪比的关系,见图 3。Calibrated 曲线为校正期望信

号方向之后采用 Xavier 的方法,其它同仿真 2。

从图 3 中可以看出 , 特征子空间的方法可以相

当精确地对波达方向的估计进行校正。

仿真 4

期望信号的估计 DOA是 60°。其他条件同仿真

3。画出输出 SINR与输入 SNR的关系。图 4( a)为每

次实际的期望信号方向固定为 62°。图 4( b)为每次

实际的期望信号方向服从[ 57.5, 62.5]之间的均匀分

布。图 4( c)为每次实际的期望信号方向服从均值为

60,标准差为 1的高斯分布。

可见尽管期望信号估计方向的偏差改变 , 但始

终能得到较好的方向向量校正值。在信噪比不大的

时候,得到的输出 SINR 逼近于最优情况;但是当信

噪比较高的时候 ,即使很小的方向向量的偏差也会

导致输出 SINR 的迅速下降。实际的期望信号方向

不是固定值的时候 , SNR 与 SINR 的关系曲线出现

抖动,抖动的剧烈程度取决于信号方向的标准差。

8 结 语

在有限快拍数的波束形成中 , 利用无限随机矩

阵理论以及多元统计可以很好地得到期望信号和干

扰加噪声的谱估计,进而求出合适的对角加载因子,

使得 LSMI 的输出 SINR 逼近最优值。但是根据分

析,该方法对方向向量误差不具有稳健性;只有当信

噪比很小的时候 ,才可以忽略方向向量较小误差的

影响。本文运用 ESB校正波达方向之后,再进行对

角加载因子的计算。仿真实验表明 , 当信噪比并不

是非常大(不大于 30dB,事实上在雷达、声纳的应用

图 3 实际波达方向与输出 SINR的关系曲线

Fig.3 The relationship between DOA and the output SINR
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图 4 信噪比与输出 SINR的关系曲线

Fig.4 The relationship curve between SNR

and the output SINR

( b)实际期望信号方向服从均匀分布

( c)实际期望信号方向服从高斯分布

中 ,这个要求是很容易满足的)的时候 , 这个方法大

大增强了对波达方向失配的稳健性。而如何将有限

快拍数的对角加载波束形成扩展到方向向量存在其

他误差的情况,则有待进一步研究。
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