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摘 要: 首先,引入后件直联型分层方法及其推理规则,以对广义混合模糊系统的输入变量实施分层,获得分层广义

混合模糊系统的输入输出表达式和推理规则数的计算公式;然后,基于𝐾-积分模 (度量)和分片线性函数证明分层后

广义混合模糊系统对一类可积函数具有逼近性;最后,通过模拟实例给出后件直联型分层广义混合模糊系统对可积

函数的逼近过程. 模拟结果表明,所提出的方法不仅能使原系统模糊规则总数大大减少,而且能使分层后系统仍具有

逼近性.
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Abstract: The methods of the consequent direct link type hierarchy and its inference rules are introduced, so that implement

hierarchy for some input variables of the generalized hybrid fuzzy system. Consequently, the input and output expressions

of the generalized hybrid fuzzy systems after hierarchy and the calculation formula of the total number of fuzzy rules are

obtained. Then, based on the 𝐾- integral norm(a metric) and a piecewise linear function, it is proved that the generalized

hybrid fuzzy system after hierarchy has the approximation to a class of integrable functions. Finally, the approximation

process of the consequent direct link type hierarchy generalized hybrid fuzzy systems to the integrable functions are given by

an example. The results show that the hierarchical method can not only make the total number of fuzzy rules of the original

system greatly reduced, but also make the system after hierarchy has keep the approximation.
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0 引引引 言言言

模糊系统是输入-输出和状态变量定义在模糊集

上的系统, 其核心是由 IF-THEN规则所组成的知识

库. 随着输入变量的增加,其规则总数通常呈指数规

律增长, 容易引起系统内部发生突变,进而导致规则

爆炸现象. Raju等[1-2]通过对高维系统实施低维模糊

单元分层来连接整个系统,该分层方法虽然在一定程

度上降低了规则总数, 但同时也引发了其他问题.例

如,导致系统内部结构复杂,辨识参数增多,中间变量

没有明确含义等; Wang[3-4]提出了串联叠加型分层方

法,但该方法对被逼近函数和分层后迭代系统要求满

足可微性 (条件过高); Liu等[5]率先指出文献 [3]对分

层后迭代系统附加了错误条件,并针对T-S模糊系统

重新引入串联-叠加分层方法, 给出分层后该系统输

入输出表达式和规则计算公式[6],从而可局部缓解或

避免规则爆炸现象;张香燕等[7]引入二叉树分层方法

对T-S模糊系统进行新的分层,继而研究了分层后系

统的逼近性,但并未涉及降低规则数问题.此后,侧重

于各类系统的不同分层所产生的等效性和算法问题

有了诸多研究成果[8-10]. 文献 [11]将Mamdani和T-S
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模糊系统统一起来建立了广义分层混合模糊系统;文

献 [12]通过引入二叉树分层方法对该系统实施分层,

获得了规则总数的大幅度降低; 文献 [13]引入𝐾-积

分模为度量,研究了广义Mamdani模糊系统对一类可

积函数的逼近性及其实现过程. 这些结果不仅能够有

效地应用于大型系统的模糊控制,而且能够有效缓解

或降低迅速增大的推理规则总数.

文献 [14]将分层间中间变量直接作为各层模糊

单元输出调节项提出后件直联型分层方法,该分层方

法虽有优点, 但对被逼近函数限制条件过高 (要求可

微), 这是由于证明逼近性用到多元函数泰勒公式的

缘故. 本文依照文献 [14]提出后件直联型分层方法,

对广义混合模糊系统实施重新分层,并在混合推理规

则意义下获得分层后混合系统的输入输出表达式和

规则数计算公式. 此外,通过𝐾-积分模和分片线性函

数证明基于该分层的广义混合模糊系统对一类可积

函数仍具有逼近性.

1 后后后件件件直直直联联联型型型分分分层层层广广广义义义混混混合合合模模模糊糊糊系系系统统统

近年来,关于对一般模糊系统的分层及其逼近性

研究已有诸多成果, 参见文献 [5-12]. 朱晓东等[14]对

多输入-单输出T-S模糊系统提出了一种后件直联型

分层方法, 该分层方法主要是依据双输入-单输出模

糊单元规则串接而成, 其输入输出结构如图 1所示,

其中𝐻1,𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝐿−1分别表示对输入变量实施分

层后的每层模糊单元.
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图 1 后件直联型分层示意图

注 1 设系统输入变量为𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑. 若 𝑑为

偶数,则按上述后件直联型分层方法最后无剩余;若 𝑑

为奇数, 则最后一个变量𝑥𝑑被剩余, 此时添加一个 0

值输入即可.因此,为了方便起见,本文统一约定 𝑑为

偶数,后文不再另作说明.

定义 1 设 𝑑维输入论域𝑋 = [−𝑎, 𝑎]𝑑 (𝑎 > 0).

给定𝑚 ∈ 𝑵 ,若对𝑹上每个单值论域𝑋𝑖 = [−𝑎, 𝑎] (𝑖

= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑)作 2𝑚等距剖分: −1 = 𝑎−𝑚
𝑖 < 𝑎−𝑚+1

𝑖

< ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑎−1
𝑖 < 0 < 𝑎1𝑖 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑎𝑚−1

𝑖 < 𝑎𝑚𝑖 = 1,

其分点为 𝑎𝑗𝑖 = 𝑗/𝑚, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑, 𝑗 = 0,±1,±2,

⋅ ⋅ ⋅ ,±𝑚. 若以每个分点 𝑎𝑗𝑖 为峰点 (隶属度为 1的点)

构造一族模糊数 {𝐴𝑗
𝑖} ⊂ 𝐹 (𝑹), 则称模糊数组 {𝐴𝑗

𝑖 ∣𝑗
= 0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ ,±𝑚}为𝑋𝑖上一个等距模糊剖分.

显然,等距剖分仅依赖于𝑚,从而必导致模糊剖

分不唯一.通常可选取三角形或梯形模糊数为模糊剖

分, 并用符号𝐸𝑎(𝑑,𝑚) = {𝐴𝑗
𝑖 ∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑, 𝑗 = 0,

±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ ,±𝑚}表示论域𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑑上所有等

距模糊剖分构成的集合.

参见图 1,在后件直联型分层意义下对任意调节

参数𝜆 ∈ [0, 1]及 ∀𝛼 ⩾ 0, 给出基于后件直联型分层

的混合模糊推理规则如下:

第 1层. 若𝑥1是𝐴1𝑝1 , 𝑥2是𝐴2𝑝2 ,则 𝑦1是

𝜆𝑊𝑟1(𝑝1,𝑝2) + (1− 𝜆)𝑉𝑡1(𝑥1,𝑥2,𝑝1,𝑝2).

第 2层. 若𝑥3是𝐴3𝑝3 , 𝑥4是𝐴4𝑝4 ,则 𝑦2是

𝜆𝑊𝑟2(𝑝3,𝑝4) + (1− 𝜆)𝑉𝑡2(𝑥3,𝑥4,𝑝3,𝑝4) + 𝑏32𝑦1.

...

第 𝑘层. 若𝑥2𝑘−1是𝐴2𝑘−1𝑝2𝑘−1
, 𝑥2𝑘是𝐴2𝑘𝑝2𝑘

,则

𝑦𝑘是

𝜆𝑊𝑟𝑘(𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘) + (1−
𝜆)𝑉𝑡𝑘(𝑥2𝑘−1,𝑥2𝑘,𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘) + 𝑏3𝑘𝑦𝑘−1.

...

第𝐿层. 若𝑥2𝐿−1是𝐴2𝐿−1𝑝2𝐿−1 , 𝑥2𝐿是𝐴2𝐿𝑝2𝐿 ,

则 𝑦𝐿是

𝜆𝑊𝑟𝐿(𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿) + (1−
𝜆)𝑉𝑡𝐿(𝑥2𝐿−1,𝑥2𝐿,𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿) + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1.

其中: 𝑉𝑡𝑘(𝑥)为单点模糊集; 𝑏3𝑘 (𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿)为调
节参数;指标变量 𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝2𝐿 = −𝑚,−𝑚+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
0, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 − 1,𝑚; 𝑡𝑘(⋅)为调节函数, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,且

𝑡𝑘∣𝒁 : 𝒁2 → 𝒁; 𝑊𝑟𝑗为输出变量, 其论域为 [−𝑏𝑗 , 𝑏𝑗 ]

(𝑏𝑗 > 0), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, 𝑏𝑗为调节参数. 设⎧⎨⎩

𝑡1(𝑥1, 𝑥2, 𝑝1, 𝑝2) = 𝑦𝑝1,𝑝2

1 =

𝑎𝑝1,𝑝2

10 + 𝑎𝑝1,𝑝2

11 𝑥1 + 𝑎𝑝1,𝑝2

12 𝑥2;

...

𝑡𝑘(𝑥2𝑘−1, 𝑥2𝑘, 𝑝2𝑘−1, 𝑝2𝑘) = 𝑦
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘 =

𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘0 + 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘1 𝑥2𝑘−1 + 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘2 𝑥2𝑘;

...

𝑡𝐿(𝑥2𝐿−1, 𝑥2𝐿, 𝑝2𝐿−1, 𝑝2𝐿) = 𝑦
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿 =

𝑎
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿0 + 𝑎
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿1 𝑥2𝐿−1 + 𝑎
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿2 𝑥2𝐿.
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注 2 上述推理规则是利用文献 [14]分层思想

重新给出的广义混合模糊推理规则,该推理规则与文

献 [12]中基于二叉树型混合推理模糊规则有着本质

的不同. 这是因为广义混合推理规则中的中间变量

𝑦2, 𝑦3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿−1既不出现在模糊规则前件中,也不作

为规则后件部分,而是直接作用于模糊单元的输出结

果,换言之, 𝑦2, 𝑦3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿−1只作为中间项,而不作为

输入项.

特别地, 当𝜆 = 0时, 该广义混合模糊系统将退

化为文献 [14]中的后件直联型T-S分层模糊系统;

而当𝜆 = 1时, 可以重新定义一种后件直联型的

Mamdani分层模糊系统.此外, ∀𝜆 ∈ (0, 1),采用单点

模糊化、乘积推理机和中心平均解模糊化时,对于输

入变量 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ [−𝑎, 𝑎]𝑑, 由文献 [11-12]得

到多输入单输出广义混合模糊系统的数学表达式为

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) =
𝑚∑

𝑝1,𝑝2,⋅⋅⋅ ,𝑝𝑑=−𝑚

𝑚∑
𝑝1,𝑝2,⋅⋅⋅ ,𝑝𝑑=−𝑚

𝑑∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

( 𝑑∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)×

(
𝜆
𝑏 ⋅ 𝑟(𝑝1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝𝑑)

𝑄𝑑(𝑟)
+ (1− 𝜆)

𝑑∑
𝑖=0

𝑏𝑖;𝑝1,𝑝2,⋅⋅⋅ ,𝑝𝑑
𝑥𝑖

))
.

(1)

式 (1)中符号说明参见文献 [11-12].

事实上,模糊系统的本质就是输入与输出之间的

映射关系 (一种插值器), 最常见的是Mamdani和T-S

模糊系统.文献 [11]通过引入调节参数𝜆 ∈ [0, 1]将两

个模糊系统统一起来,建立了上述广义混合模糊系统

式 (1),并采用文献 [6]的分层方法获得规则总数计算

公式,但其规则数缩减程度并不令人满意.

下面依据注 1的假设,令 𝑑 = 2𝐿. 此时,若对广义

混合模糊系统 (1)实施后件直联型分层, 则第 1层模

糊单元的输出表达式为

𝑦1 =
𝑚∑

𝑝1,𝑝2=−𝑚

(
𝜆
𝑏1𝑟1(𝑝1, 𝑝2)

𝑄𝑑(𝑟1)
+ (1− 𝜆)𝑦𝑝1,𝑝2

1

) 2∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

𝑚∑
𝑝1,𝑝2=−𝑚

2∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

.

(2)

依次类推,第 𝑘层模糊单元的输出为

𝑦𝑘 =
𝑚∑

𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘=−𝑚

2𝑘∏
𝑗=2𝑘−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

((
𝜆
𝑏𝑘𝑟𝑘(𝑝2𝑘−1, 𝑝2𝑘)

𝑄𝑑(𝑟𝑘)
+

(1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘

) 2𝑘∏
𝑗=2𝑘−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
+ 𝑏3𝑘𝑦𝑘−1.

经后件直联型分层后,该混合模糊系统最后输出为

𝑦𝐿 =

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

((
𝜆
𝑏𝐿𝑟𝐿(𝑝2𝐿−1, 𝑝2𝐿)

𝑄𝑑(𝑟𝐿)
+

(1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿

) 2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
+ 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1. (3)

其中

𝑄𝑑(𝑟𝑘) =

𝑚⋁
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘=−𝑚

𝑟𝑘(𝑝2𝑘−1, 𝑝2𝑘),

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,
其他符号说明参见文献 [6]和文献 [11].

此时,为了导出广义混合模糊系统经后件直联型

分层后的输入输出表达式,首先给出一个引理. 当然,

这也是文献 [11]中一个特例.

引理 1[6] 对于任意输入变量 (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝐿) ∈
𝑹𝑑,有下式成立:( 𝑚∑

𝑝1,𝑝2=−𝑚

2∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)( 𝑚∑

𝑝3,𝑝4=−𝑚

4∏
𝑗=3

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
⋅ ⋅ ⋅

( 𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
=

𝑚∑
𝑝1,𝑝2,⋅⋅⋅ ,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗).

定理 1 设 𝑑 = 2𝐿,则按上述混合模糊推理规则

对广义混合模糊系统实施后件直联型分层后,第𝐿层

的输入输出解析表达式为

𝑦𝐿 =

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

((
𝜆×

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑘=𝑖+1

𝑏3𝑘𝑏𝑖
𝑄𝑑(𝑟𝑖)

𝑟𝑖(𝑝2𝑖−1, 𝑝2𝑖) + (1−

𝜆)

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑘=𝑖+1

𝑏3𝑘𝑏𝑖𝑦
𝑝2𝑖−1,𝑝2𝑖

𝑖

) 2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
.

(4)

证证证明明明 根据引理 1及上述递归公式,若记

𝑊 (𝑘) =
𝑏𝑘 ⋅ 𝑟𝑘(𝑝2𝑘−1, 𝑝2𝑘)

𝑄𝑑(𝑟𝑘)
,

𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.
则可推出分层后广义混合模糊系统输出表达式为
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𝑦𝐿 =

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

((
𝜆𝑊 (𝐿)+

(1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1

) 2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
+

𝑏3𝐿

{
𝑚∑

𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2=−𝑚

2𝐿−2∏
𝑗=2𝐿−3

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

((
𝜆×

𝑊 (𝐿− 1) + (1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2

𝐿−1

)
×

2𝐿−2∏
𝑗=2𝐿−3

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
+ 𝑏3𝐿−1𝑦𝐿−2

}
=

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

(
𝜆𝑊 (𝐿)+

(1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝐿−1,𝑝2𝐿

𝐿 + 𝑏3𝐿𝑦𝐿−1

) 2𝐿∏
𝑗=2𝐿−1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)+

𝑏3𝐿

𝑚∑
𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2=−𝑚

𝑚∑
𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2=−𝑚

2𝐿−2∏
𝑗=2𝐿−3

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

(
𝜆𝑊 (𝐿− 1)+

(1− 𝜆)𝑦
𝑝2𝐿−3,𝑝2𝐿−2

𝐿−1

) 2𝐿−2∏
𝑗=2𝐿−3

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗) + ⋅ ⋅ ⋅+

𝑏3𝐿𝑏
3
𝐿−1𝑏

3
𝐿−2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏33𝑏32𝑦1.

对上式进行通分,再依据引理 1,即证得式 (4)成立. □

特别地,因为

𝑡𝑘(𝑥2𝑘−1, 𝑥2𝑘, 𝑝2𝑘−1, 𝑝2𝑘) = 𝑦
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘 =

𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘0 + 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘1 𝑥2𝑘−1 + 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘2 𝑥2𝑘,

若其中调节参数 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘1 = 𝑎
𝑝2𝑘−1,𝑝2𝑘

𝑘2 = 0, 则称该

分层系统为简单广义混合分层模糊系统.

定理 2 设输入变量维数 𝑑 = 2𝐿,则广义混合模

糊系统按后件直联型分层后, 其内部推理规则总数

为𝐿(2𝑚+ 1)2. 其中: 𝑚是剖分输入空间的份数; 𝐿既

是分层的层数,又是维数的一半.

证证证明明明 由于输入变量维数 𝑑 = 2𝐿, 系统被分成

𝐿层, 每一层中有两个模糊集, 且每一个模糊集至多

有 2𝑚 + 1种选择,其推理规则总数最多为 (2𝑚 + 1)2.

由于后件直联型分层过程中的中间变量不作为下一

层的输入项,此层的推理规则总数仍为 (2𝑚+ 1)2. 因

此,按后件直联型分层方法对广义混合模糊系统实施

分层后,其推理规则总数𝑆为

𝑆 = (2𝑚+ 1)2 + (2𝑚+ 1)2 + ⋅ ⋅ ⋅+ (2𝑚+ 1)2 =

𝐿(2𝑚+ 1)2. □

注 3 因后件直联型分层方法只是将中间变量

作为模糊单元输出的一个调整项, 而不作为输入项,

因而这种分层既可避免对中间变量的处理, 也可大

幅降低规则数和辨识参数.此外,依据定理 2,实施后

件直联型分层所得规则总数与半维数𝐿 = 𝑑/2是线

性关系, 即, 𝑆1 = 𝐿(2𝑚 + 1)2. 然而, 若不实施分层,

则推理规则总数将为𝑆2 = (2𝑚 + 1)𝑑, 显然𝑆2关于

维数 𝑑呈指数形式迅猛增长, 极易引起规则爆炸. 事

实上,当输入变量维数 𝑑较大时,总有𝑆1远远小于𝑆2,

即𝐿(2𝑚 + 1)2 ≺ (2𝑚 + 1)𝑑,故实施分层可在一定程

度上避免规则爆炸现象.

例如,若取维数 𝑑 = 6,剖分数𝑚 = 15,则不分层

时其规则总数将达到 (2 × 15 + 1)6 = 887 503 681条.

但如果采取后件直联型分层该系统,则该系统规则总

数将大幅度缩减为 3(2 × 15 + 1)2 = 2883,后者较前

者降低近 307 841倍. 该事实说明对系统实施分层是

必要的.

2 分分分片片片线线线性性性函函函数数数与与与𝐾-积积积分分分模模模
分片线性函数 (PLF)是研究模糊系统逼近性的

重要工具,它不仅是一元分段线性函数在多元情况下

的推广,而且是沟通模糊系统与被逼近函数的重要桥

梁. 本节,首先给出 PLF定义,然后通过引入拟算术运

算给出𝐾-积分模概念.

设 𝑎 > 0,符号Δ(𝑎)表示𝑹𝑑中的正方体,即
Δ(𝑎) =

{(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ 𝑹𝑑∣ − 𝑎 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 𝑎, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑}.
定义 2[6] 设𝑆 : 𝑹𝑑 → 𝑹,若𝑆满足如下条件:

1)若𝑆在Δ(𝑎)上连续,且𝑆在Δ(𝑎)之外恒为零;

2)若存在𝑁𝑠 ∈ 𝑵及 𝑑维多面体Δ1,Δ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
Δ𝑁𝑠 ⊂ Δ(𝑎),且

𝑁𝑠∪
𝑗=1

Δ𝑗 = Δ(𝑎), Δ𝑖

∩
Δ𝑗 = ∅(𝑖 ∕= 𝑗),

使𝑆在每个多面体Δ𝑗上均取线性函数,即

𝑆(𝑋) =

𝑑∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑗 ⋅ 𝑥𝑖 + 𝛾𝑗 ,

∀𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ Δ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑠,

其中𝜆𝑖𝑗 , 𝛾𝑗均是常数, 则称𝑆为𝑹𝑑上的一个分片线

性函数.

本文用𝐷𝑑表示所有 𝑑维分片线性函数构成的集

合, 𝑉 (𝑆)表示所有多面体Δ1,Δ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑁𝑠顶点构成
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的集合. 显然, PLF仅连续, 不一定可微, 但其沿每个

坐标分量𝑥𝑖的左 (右)偏导数却总存在. 故令

𝐷𝑖(𝑆) = sup
(𝑥1,𝑥2,⋅⋅⋅ ,𝑥𝑑)∈𝑉 (𝑆)

(∣∣∣∂𝑆+(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)

∂𝑥𝑖

∣∣∣⋁∣∣∣∂𝑆−(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)

∂𝑥𝑖

∣∣∣), 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑}.
引理 2[6] 设𝑆是一个分片线性函数, 给定一组

常数ℎ1, ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑑,则 ∀ (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ 𝑹𝑑,恒有

∣𝑆(𝑥1 + ℎ1, 𝑥2 + ℎ2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑 + ℎ𝑑)−
𝑆(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)∣ ⩽
𝑑∑

𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)∣ℎ𝑖∣.

引理 3[6] 对于给定的一个模糊剖分𝐸𝑎(𝑑,𝑚)

而言, ∀ (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ 𝑹𝑑,有
𝑎(𝑝𝑖 − 𝑐0)

𝑚
⩽ 𝑥𝑖 ⩽

𝑎(𝑝𝑖 + 𝑐0)

𝑚
.

其中: 𝑐0是最大交互数; 𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝2𝐿 = ±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
±𝑚.

下面,为了研究𝐾-积分模意义下模糊系统的逼

近性,给出𝐾-积分模的定义如下:

定义 3[15] 设𝐾 : 𝑹+ → 𝑹+为严格递增凹函

数,且在 (0,+∞)上可导,并满足𝐾(0) = 0,𝐾(1) = 1,

则称𝐾为𝑹+上的一个诱导算子. 显然, 𝐾(𝑥) =

log2(1 + 𝑥), 𝐾(𝑥) = 3
√
𝑥均为诱导算子.

定义 4[13] 设𝐾是诱导算子, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑹+, 界定

由𝐾诱导的 𝑎与 𝑏的拟加⊕、拟乘⊗和拟减⊖运算为
𝑎⊕ 𝑏 = 𝐾−1(𝐾(𝑎) +𝐾(𝑏)),

∣𝑎⊖ 𝑏∣ = 𝐾−1(∣𝐾(𝑎)−𝐾(𝑏)∣),
𝑎⊗ 𝑏 = 𝐾−1(𝐾(𝑎)𝐾(𝑏)).

注 4 上述 3种运算⊕、⊖和⊗统称为由𝐾诱导

的拟算术运算,简称之为拟算术运算.特别地,对于拟

减⊖运算而言, ⊖不是⊕的逆运算,但可以等价地表

示为

𝐾(∣𝑎⊖ 𝑏∣) = ∣𝐾(𝑎)−𝐾(𝑏)∣.
定理 3[13,15] 设𝐾为诱导算子, ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑹+,则

可获得如下重要性质:

1) 𝐾(𝑎+ 𝑏) ⩽ 𝐾(𝑎) +𝐾(𝑏),

∣𝐾(𝑎)−𝐾(𝑏)∣ ⩽ 𝐾(∣𝑎− 𝑏∣);
2) 𝐾(𝑎⊕ 𝑏) = 𝐾(𝑎) +𝐾(𝑏),

𝐾(𝑎⊗ 𝑏) = 𝐾(𝑎)𝐾(𝑏);

3) 𝐾−1(𝑎+ 𝑏) = 𝐾−1(𝑎)⊕𝐾−1(𝑏),

𝐾−1(𝑎 ⋅ 𝑏) = 𝐾−1(𝑎)⊗𝐾−1(𝑏);

4)若 𝑎 ⩾ 𝑏,则

𝐾(𝑎⊖ 𝑏) = 𝐾(𝑎)−𝐾(𝑏),

𝐾−1(𝑎− 𝑏) = 𝐾−1(𝑎)⊖𝐾−1(𝑏).

定义 5[16,18] 设 (𝑋,ℜ, 𝜇)是𝐾-拟可加测度空间,

𝐾为给定诱导算子, 𝑓 : 𝑹𝑛 → 𝑹+非负可测. 若𝐴 ∈
ℜ, 𝑇 = {𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐴𝑛}为𝐴上的任一可测剖分,令w (𝐾)

𝐴
𝑓d𝜇 = sup

𝑇
𝑆𝐾(𝑓, 𝑇,𝐴),

𝑆𝐾(𝑓, 𝑇,𝐴) = ⊕
𝑛∑

𝑖=1

( inf
𝑥∈𝐴𝑖∩𝐴

𝑓(𝑥)⊗ 𝜇(𝐴𝑖

∩
𝐴)).

则称
w (𝐾)

𝐴
𝑓d𝜇为 𝑓在𝐴上关于𝜇的𝐾-拟可加积分,

简称为𝐾-拟可加积分. 特别地, 当积分
w (𝐾)

𝐴
𝑓d𝜇 <

∞时,称 𝑓是𝜇-可积的.

若记𝐿1
+(𝜇) = {𝑓 : 𝑹𝑛 → 𝑹+∣𝑓是𝑹𝑛上𝜇-可积

函数},则称𝐿1
+(𝜇)为𝜇-可积函数空间.

引理 4[16,18] 设 (𝑋,ℜ, 𝜇)为𝐾-拟可加测度空间,

𝐾为诱导算子, 𝑓 ∈ 𝐿1
+(𝜇).若令𝜇(𝐴) = 𝐾(𝜇(𝐴)),∀𝐴

∈ ℜ,则𝜇是Lebesgue测度,且w (𝐾)

𝐴
𝑓d𝜇 = 𝐾−1

( w
𝐴
𝐾 ∘ 𝑓d𝜇

)
.

显然, 𝐾-拟可加积分是Lebesgue积分的推广.现

依据引理 4和文献 [13], ∀𝐴 ∈ ℜ, ∀𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿1
+(𝜇),若

令

𝐻(𝑓1, 𝑓2) ≜
w (𝐾)

𝐴
∣𝑓1(𝑥)⊖ 𝑓2(𝑥))∣d𝜇, (5)

则在约定几乎处处相等 (a.e.)和相等不加区分条件下,

依据引理 4和定理 3易证 (𝐿1
+(𝜇),𝐻)关于⊕构成一

个度量空间. 称由式 (5)定义的𝐻为𝐿1
+(𝜇)在𝐴上的

𝐾-积分模. 明显地,式 (5)可以等价表示为

𝐾(𝐻(𝑓1, 𝑓2)) =w
𝐴
𝐾(∣𝑓1(𝑥)⊖ 𝑓2(𝑥)∣)d𝜇 =w

𝐴
∣𝐾(𝑓1(𝑥))−𝐾(𝑓2(𝑥))∣d𝜇.

引理 5[17] 设 (𝑋,ℜ, 𝜇)是𝐾-拟可加测度空间,

则𝐷𝑑按𝐾-积分模𝐻在𝐿1
+(𝜇)中稠密,亦即, 对于任

意 𝜀 > 0及 𝑓 ∈ 𝐿1
+(𝜇), 存在某个分片线性函数𝑆 ∈

𝐷𝑑,使得𝐻(𝑓, 𝑆) < 𝜀.

3 系系系统统统逼逼逼近近近性性性

在𝐾-积分模𝐻意义下如何实现广义混合模糊

系统的逼近是首要考虑的问题之一.本节通过引理 5

来获取分片线性函数𝑆,并借助𝑆为桥梁来探究广义

混合模糊系统对给定可积函数类𝐿1
+(𝜇)的逼近性.

定理 4 设 (𝑹𝑑,ℜ, 𝜇)是𝐾-拟可加测度空间, 𝐾

为给定诱导算子,则广义混合模糊系统实施后件直联

型分层后,式 (4)所示第𝐿层输出 𝑦𝐿关于𝐿1
+(𝜇)是稠

密的. 换言之, ∀ 𝜀 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿1
+(𝜇), ∃𝑚0 ∈ 𝑵和分层

中间变量 𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝐿−1,使当𝑚 > 𝑚0时,第𝐿层输

出 𝑦𝐿关于积分模𝐻满足𝐻(𝑓, 𝑦𝐿) < 𝜀.

证证证明明明 依据文献 [17], 对于给定可积函数 𝑓 ∈
𝐿1
+(𝜇)和 ∀ 𝜀 > 0, 必存在某个紧集 [−𝑎, 𝑎]𝑑上的一个
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分片线性函数𝑆,使得𝐻(𝑓, 𝑆) < 𝜀/2.

此外, ∀ 𝑝1, 𝑝2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝2𝐿 = 0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅,±𝑚,依据

文献 [5]和文献 [11], 若令 𝑎
𝑝2𝑖−1,𝑝2𝑖

𝑖1 = 𝑎
𝑝2𝑖−1,𝑝2𝑖

𝑖2 = 0,

则通过适当选取调节参数 𝑏𝑖, 𝑏
3
𝑘, 𝑎

𝑝2𝑖−1,𝑝2𝑖

𝑖0 (𝑖 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, 𝑘 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿),总可使得
𝐿∑

𝑖=1

𝐿∑
𝑘=𝑖+1

𝑏3𝑘𝑏𝑖
𝑄𝑑(𝑟𝑖)

𝑟𝑖(𝑝2𝑖−1, 𝑝2𝑖) =

𝐿∑
𝑖=1

𝐿∑
𝑘=𝑖+1

𝑏3𝑘𝑏𝑖𝑎
𝑝2𝑖−1,𝑝2𝑖

𝑖0 =

𝑆
(𝑎𝑝1

𝑚
,
𝑎𝑝2
𝑚

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿
𝑚

)
. (6)

故 ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑) ∈ [−𝑎, 𝑎]𝑑,依据引理 3,对于

每个顶点
(𝑎𝑝1

𝑚
,
𝑎𝑝2
𝑚

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿
𝑚

)
的分点坐标而言,若

令
𝑎𝑝𝑖
𝑚

= 𝑥𝑖 +
𝜃𝑝𝑖

𝑚
, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 2𝐿,

则 ∣𝜃𝑝𝑖 ∣ ⩽ 𝑎𝑐0, 其中 𝑐0是最大交互数. 再由引理 2, 必

有 ∣∣∣𝑆(𝑎𝑝1
𝑚

,
𝑎𝑝2
𝑚

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿
𝑚

)
− 𝑆(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)

∣∣∣ ⩽
𝑑∑

𝑖=1

𝜃𝑝𝑖

𝑚
𝐷𝑖(𝑆) ⩽

𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆). (7)

若 ∀𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥2𝐿) ∈ [−𝑎, 𝑎]2𝐿,根据式 (1)

和 (4)∼ (7),对于分层后第𝐿层输出 𝑦𝐿而言,有

𝐾(𝐻(𝑆, 𝑦𝐿)) =w
[−𝑎,𝑎]𝑑

∣∣∣𝐾(𝑆(𝑥))−𝐾(𝑦𝐿(𝑥))
∣∣d𝜇 ⩽

w
[−𝑎,𝑎]𝑑

∣∣∣𝐾(𝑆(𝑥)− 𝑦𝐿(𝑥))
∣∣∣d𝜇 =

w
Δ(𝑎)

𝐾
( 1

𝑚∑
𝑝1⋅⋅⋅ ,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

∣∣∣ 𝑚∑
𝑝1,⋅⋅⋅ ,𝑝2𝐿=−𝑚

(
𝜆×

𝑆
(𝑎𝑝1

𝑚
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿

𝑚

)
+ (1− 𝜆)𝑆

(𝑎𝑝1
𝑚

, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿
𝑚

)
−

𝑆(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)
) 2𝐿∏

𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗
(𝑥𝑗)

∣∣∣)d𝜇 ⩽

w
Δ(𝑎)

𝐾
(

𝑚∑
𝑝1,⋅⋅⋅ ,𝑝2𝐿=−𝑚

𝑚∑
𝑝1,⋅⋅⋅ ,𝑝2𝐿=−𝑚

2𝐿∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)

∣∣∣𝑆(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥𝑛)−

𝑆
(𝑎𝑝1

𝑚
, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝2𝐿

𝑚

)∣∣∣ 2𝐿∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)
)
⩽

w
Δ(𝑎)

𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)
)
d𝜇 =

𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)
)
(2𝑎)𝑑.

此时,两边用算子𝐾−1作用 (𝐾−1仍递增),便有

𝐻(𝑆, 𝑦𝐿) ⩽ 𝐾−1
(
𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)
)
(2𝑎)𝑑

)
,

故 ∀ 𝜀 > 0. 若使

𝐾−1
(
𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)
)
(2𝑎)𝑑

)
< 𝜀,

则

𝑚 >

𝑎𝑐0

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)

𝐾−1(𝐾(𝜀)/(2𝑎)𝑑)
.

令

𝑚0 =
[ 𝑎𝑐0

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)

𝐾−1(𝐾(𝜀)/(2𝑎)𝑑)

]
∈ 𝑵 ,

则 ∀ 𝜀 > 0, ∃𝑚0 ∈ 𝑵 ,当𝑚 > 𝑚0时, 𝐻(𝑆, 𝑦𝐿) < 𝜀.

再由 (𝐿1
+(𝜇),𝐻)关于拟加运算⊕构成一个度量

空间,则有

𝐻(𝑓, 𝑦𝐿) ⩽ 𝐻(𝑓, 𝑆)⊕𝐻(𝑆, 𝑦𝐿) <

𝜀⊕ 𝜀 = 𝐾−1(𝐾(2𝜀). (8)

因诱导算子𝐾严格递增,所以𝐾−1也严格递增,

故由 𝜀的任意性,表达式𝐾−1(𝐾(2𝜀))仍可任意小,从

而证明了实施后件直联型分层后第𝐿层输出 𝑦𝐿对 𝑓

仍具有逼近性能. □

注 5 模糊系统的构造主要取决于对输入空间

的剖分数𝑚0. 定理 4虽然给出了剖分数𝑚0的下界,

但并不易计算.这是因为𝑚0的取值通常与分片线性

函数𝑆的左 (右)偏导数𝐷𝑖(𝑆)有关,而本文并未实际

给出𝑆, 只是理论上起到一个桥梁作用. 文献 [17]虽

然给出了𝑆的表达式,但使用不甚方便.为此,本文将

继续探讨依赖于可积函数 𝑓 ∈ 𝐿1
+(𝜇)的剖分数𝑚0.

定理 5 设 (𝑹𝑑,ℜ, 𝜇)是𝐾-拟可加测度空间. 给

定 𝑓 ∈ 𝐿1
+(𝜇), 𝑦𝐿是式 (4)所示广义混合模糊系统实

施后件直联型分层后第𝐿层输出表达式. 若 ∀ 𝜀 > 0,

∃ 𝑎 > 0和ℎ > 0,令

𝐷ℎ(𝑓) =

max
1⩽𝑖⩽𝑑

sup
𝑥𝑖,𝑥𝑖+ℎ∈[−𝑎,𝑎]

∣(𝑓(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖 + ℎ, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑)−

𝑓(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑑))/ℎ∣,
则必存在自然数𝑚0 ∈ 𝑵 ,当𝑚 > 𝑚0时,总有第𝐿层

输出满足𝐻(𝑓, 𝑦𝐿) < 𝜀.

证证证明明明 依据𝐷ℎ(𝑓)和𝐷𝑖(𝑆)的定义,明显有

𝐷𝑖(𝑆) ⩽ max
1⩽𝑖⩽𝑑

𝐷𝑖(𝑆) = 𝐷ℎ(𝑓),

更有
𝑑∑

𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆) ⩽ 𝑑𝐷ℎ(𝑓). 依据定理 4, ∀ 𝜀 > 0,若使

𝐻(𝑆, 𝑦𝐿) ⩽
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𝐾−1
(
𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆)
)
(2𝑎)𝑑

)
⩽

𝐾−1
(
𝐾
(𝑎𝑐0
𝑚

𝑑∑
𝑖=1

𝐷ℎ(𝑓)
)
(2𝑎)𝑑

)
< 𝜀,

则

𝑚 >
𝑎𝑐0𝑑𝐷ℎ(𝑓)

𝐾−1(𝐾(𝜀)/(2𝑎)𝑑)
.

令

𝑚0 =
[ 𝑎𝑐0𝑑𝐷ℎ(𝑓)

𝐾−1(𝐾(𝜀)/(2𝑎)𝑑)

]
∈ 𝑵 ,

则 ∀ 𝜀 > 0, ∃𝑚0 ∈ 𝑵 ,当𝑚 > 𝑚0时, 𝐻(𝑆, 𝑦𝐿) < 𝜀.

再依据式 (8), 可立即获得分层后第𝐿层输出 𝑦𝐿

对 𝑓具有任意逼近精度,亦即𝐻(𝑓, 𝑦𝐿) < 𝜀. □

注 6 定理 5找出的下界𝑚0虽然只是分子部分

用 𝑑𝐷ℎ(𝑓)替代了
𝑑∑

𝑖=1

𝐷𝑖(𝑆), 但二者有本质区别. 实

际中, 若被逼近函数 𝑓(𝑥)的偏导数存在, 则由𝐷ℎ(𝑓)

的定义容易计算𝐷ℎ(𝑓)值. 但若 𝑓(𝑥)的偏导数不存

在,则𝐷ℎ(𝑓)的值不容易计算,参见后文模拟实例.

4 模模模拟拟拟实实实例例例

首先, 在式 (3)所表示的后件直联型分层广义混

合模糊系统中, 给定诱导算子𝐾(𝑥) = 𝑥
7
8 , 令调节参

数𝜆 = 2/3 ∈ [0, 1],且 𝑑 = 2𝐿 = 4, 𝑐0 = 2. 该系统共

有 4个输入变量,将此分为 2层 (𝐿 = 2).

现定义四元待逼近函数 𝑓 : [−1, 1]4 → 𝑹为

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ={
e−

1
15 (∣𝑥1∣3+𝑥3

2+∣𝑥3∣3+∣𝑥4∣3), 𝑥2 ⩾ 0;

− e−
1
15 (∣𝑥1∣3−𝑥3

2+∣𝑥3∣3+∣𝑥4∣3), 𝑥2 < 0.

为了方便起见,记Δ(1) = [−1, 1]4. 显然,四元函

数 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)在Δ(1) ⊂ 𝑹4的超平面𝑥2 = 0上

不连续 (出现断面),如图 2和图 3所示.

-1.0
-0.5

0
0.5

1.0

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

图 2 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 1时 𝑓的曲面图

-1.0
-0.5

0
0.5

1.0

-1.0

-0.5

0
0.5

1.0

-1

0

1

-2

图 3 𝑥3 =
1

2
, 𝑥4 =

1

3
时 𝑓的曲面图

容易验证w
𝑹4

𝐾(𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4))d𝜇 =w w w w
Δ(1)

∣𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)∣ 78 d𝑥1d𝑥2d𝑥3d𝑥4 =(
2

w 1

0
e

−7𝑥3

120 d𝑥
)3[ w 0

−1
e

7𝑥3
2

120 d𝑥2 +
w 1

0
e

−7𝑥3
2

120 d𝑥2

]
=

16
(w 1

0
e

−7𝑥3

120 d𝑥
)4

< +∞,

故
w (𝐾)

𝑹4
𝑓d𝜇 < +∞. 即, 𝑓在𝑹4上𝜇可积⇔ 𝑓 ∈

𝐿1
+(𝜇), 且 0 ⩽ ∣𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)∣ ⩽ 1. 以下为简单起

见,令

𝛽1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = e−
1
15 (∣𝑥1∣3+𝑥3

2+∣𝑥3∣3+∣𝑥4∣3),

𝛽2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = e−
1
15 (∣𝑥1∣3−𝑥3

2+∣𝑥3∣3+∣𝑥4∣3).

显然, ∀ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ Δ(1),必满足

∣𝑥1∣3 ± 𝑥3
2 + ∣𝑥3∣3 + ∣𝑥4∣3 ⩾ ±𝑥3

2 ⩾ −1.

换言之, 𝛽1和𝛽2分别在点 (0,−1, 0, 0)和 (0, 1, 0, 0)取

得最大值,故总有

0 < 𝛽𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ⩽ e
1
15 , 𝑖 = 1, 2. (9)

此外,对每个 𝑖 = 1, 3, 4,依偏导数定义得

∂𝑓

∂𝑥𝑖
=

⎧⎨⎩
− 1

5
𝑥2
2𝛽1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)sgn(𝑥𝑖), 𝑥2 > 0;

− 1

5
𝑥2
2𝛽2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)sgn(𝑥𝑖), 𝑥2 < 0.

其中 sgn (𝑥𝑖)为关于分变量𝑥𝑖的符号函数.特别地,关

于分变量𝑥2的偏导数计算如下:

∂𝑓

∂𝑥2
=

⎧⎨⎩
− 1

5
𝑥2
𝑖𝛽1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2 > 0;

− 1

5
𝑥2
𝑖𝛽2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥2 < 0.

显然,除超平面𝑥2 = 0以外,依据式 (9)均有
∂𝑓

∂𝑥𝑖
⩽ 1

5
e

1
15 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 4.

当ℎ充分小时, 依据定理 5容易推出𝐷ℎ(𝑓) ⩽ 1

5
e

1
15 ,

即
1

5
e

1
15 为𝐷ℎ(𝑓)的一个上界.

为了简单起见,不妨取𝐷ℎ(𝑓) =
1

5
e

1
15 ,对于给定

的逼近精度 𝜀 = 0.2而言,依据定理 5可立即获知

𝑚 >
𝑎𝑐0𝑑𝐷ℎ(𝑓)

𝐾−1(𝐾(𝜀)/(2𝑎)𝑑)
=

1× 2× 4

5
(0.2 7

8

24

) 8
7

e
1
15 ≈ 162.267 6.

令𝑚 = 163,并依据𝑚值先在𝑥1轴 (相当于通常

𝑥轴)定义 3个三角模糊集𝐴为

𝐴(𝑥1) =

⎧⎨⎩
1− 163𝑥1, 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 1

163
;

1 + 163𝑥1, − 1

163
⩽ 𝑥1 < 0;

0, otherwise.

𝐴1(−163)(𝑥1) =

⎧⎨⎩ − 163𝑥1 − 162, − 1 ⩽ 𝑥1 ⩽ −162

163
;

0, otherwise.
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𝐴1(163)(𝑥1) =

⎧⎨⎩ 163𝑥1 − 162,
162

163
⩽ 𝑥1 ⩽ 1;

0, otherwise.

此时, 在𝑥1轴 [−1, 1]上将上述模糊集𝐴逐次左

右平移
1

163
个长度单位,即令

𝐴1𝑗(𝑥1) = 𝐴
(
𝑥1 − 𝑗

163

)
, 𝑗 = 0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ ,±162.

从而获得一个等距模糊剖分 {𝐴1𝑗},且两端模糊集为

𝐴1(163)和𝐴1(−163).

同理, 分别在𝑥2, 𝑥3, 𝑥4轴 [−1, 1]上依次构造等

距模糊剖分 {𝐴2𝑗}, {𝐴3𝑗}和 {𝐴4𝑗},即令

𝐴2𝑗(𝑥2) = 𝐴1𝑗(𝑥2), 𝐴3𝑗(𝑥3) = 𝐴1𝑗(𝑥3),

𝐴4𝑗(𝑥4) = 𝐴1𝑗(𝑥4), 𝑗 = 0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ ,±163.

现取调节参数𝜆 = 1/3, 并将上式代入式 (4), 获

得后件直联型分层广义混合模糊系统的通式为

𝑦 = 𝑦2 =

163∑
𝑝1,𝑝2,𝑝3,𝑝4,𝑞=−163

4∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)×

𝐶𝑞(𝑦1)𝑓
( 𝑝1
163

,
𝑝2
163

,
𝑝3
163

,
𝑝4
163

)/
163∑

𝑝1,𝑝2,𝑝3,𝑝4,𝑞=−163

4∏
𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑗 (𝑥𝑗)𝐶𝑞(𝑦1),

其中分层后第 1层 𝑦1如式 (2)所示, 取第 1层输出模

糊集

𝐵𝑝1𝑝2(𝑦) = exp
(
− 1

2

(
𝑦 − 𝑟1(𝑝1, 𝑝2)

163

))
,

这里调节参数函数

𝑟1(𝑝1, 𝑝2) =
[𝑝1 + 𝑝2

2

]
,

输出后件混合模糊集为

𝐶𝑞 =
1

3
𝑉𝑡(𝑝1,𝑝2;𝑥1,𝑥2) +

2

3
𝐵𝑝1𝑝2 .

下面, 为了在三维空间𝑹3上描述曲面图形, 不

妨取定如下𝑥3和𝑥4两组数,并应用Matlab软件编程,

获得𝑹3上 𝑓曲面图和分层后该系统的曲面图,如图 4

和图 5所示, 其中𝑥3 = 0, 𝑥4 = 1和𝑥3 = 1/2, 𝑥4 =

1/3时 𝑓的二维解析式分别退化为

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨⎩ e−
1
15 e−

1
15 (∣𝑥1∣3+𝑥3

2), 𝑥2 ⩾ 0;

− e−
1
15 e−

1
15 (∣𝑥1∣3−𝑥3

2), 𝑥2 < 0.

𝑓(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨⎩ e−
35
216 e−

1
15 (∣𝑥1∣3+𝑥3

2), 𝑥2 ⩾ 0;

− e−
35
216 e−

1
15 (∣𝑥1∣3−𝑥3

2), 𝑥2 < 0.
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图 4 𝑥3 = 0, 𝑥4 = 1时 𝑦𝐿的曲面图
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图 5 𝑥3 =
1

2
, 𝑥4 =

1

3
时 𝑦𝐿的曲面图

注 7 通过两组图片不难看出分层后系统与原

函数具有较好的近似性,这说明对广义混合模糊系统

实施后件直联型分层后仍保持其逼近性能.此外, 对

于给定的逼近精度 𝜖 = 0.2,按本例所求𝑚 = 163. 此

时, 若依据定理 2, 该混合模糊系统经后件直联型分

层后的规则总数为𝐿(2𝑚 + 1)2 = 2(2 × 163 + 1)2 =

213 858; 若该系统不实施分层, 则规则总数将达到

(2𝑚 + 1)4 = (2 × 163 + 1)4 = 11 433 811 041,一下猛

增 53 464.5倍. 因此, 按后件直联型分层方法实施分

层,其规则总数降低幅度是非常巨大的.

5 结结结 论论论

通常对模糊系统进行分层总存在一些不如意的

地方,例如,系统结构变得更复杂,需要调节的参数增

多以及层与层之间的变量没有明确含义等. 事实证

明,本文所得分层系统能大幅度降低系统内部推理规

则总数和诸多待辨识参数,并且保证了该分层系统在

其规则总数大幅度减少的情况下仍具有逼近性能.此

外,通过模拟实例验证了该分层系统的实现过程和逼

近效果,为进一步研究广义模糊系统的逼近性提供了

新方法. 模拟结果表明,后件直联型分层混合模糊系

统在模糊控制和推理建模等方面具有一定理论意义.

然而,如何提高分层后系统的逼近精度和通过修正调

节参数来达到更好的逼近效果是下一步要重点考虑

的问题.
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