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摘, 要：用量子理论计算了单晶 !"#$%&’()（简写为 !"$%$）石榴石的 !"# * 离子基态- /(& 0 ) 的基

本特性。在晶场作用下，!"# * 离子的能级是二重简并的，劈裂的能级与晶场系数有关。在外

加磁场的作用下，简并态消除，并且随着外磁场的增大，劈裂能级间距也增大。能级与能级之

间出现了相互作用。当外磁场为零时，磁化强度为零，体现了 !"$%$ 是顺磁材料。
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, , 顺磁物质磁化满足居里 4 外斯定律的性质已

为大家所熟知。近年来顺磁物质在低温区域、强

场条件下表现出一系列特殊的行为成为人们关心

的新的热点［( 5 2］。(667 年，8+ $9:;;<=［3］等人在低

温 -+ )> 条件下对单晶 !"$%$ 石榴石的磁特性进

行了实验研究，描述了强磁场下 !"$%$ 特有的一

些磁性现象，主要表现为在弱磁场下磁化强度 !
与外磁场 " 成线性关系；而在强磁场作用下趋于

饱合。根据玻尔兹曼分布在低温 -+ )> 时，电子

主要分布在基态。为了解释上述实验现象，我们

有必要 深 入 研 究 !"$%$ 的 基 态 的 一 些 特 性。

!"# * 离子的基组态的谱项分别为- /(& 0 )、- /(# 0 ) 等，由

于- /(# 0 )的能量比- /(& 0 )的高出 2-7. ?@ 4(，所以我们

只需要考虑基组态- /(& 0 )的基本特性。

(, 理论

(+ (, !"# * 离子的哈密顿量

对顺磁晶体的量子理论解释，通常考虑晶场、

自旋 4 轨道耦合、塞曼作用共同引起磁性离子基

态能级的劈裂，从而导致宏观介质的磁化。在 !"A
$%$ 晶体中存在各种相互作用。!"# * 离子在 !"A
$%$ 材料中的哈密顿量可表示为

" # ". $ "% $ "&’ $ "( （(）

, , 式中 ". 为自由 !"# * 离子的哈密顿量，"% 表

示晶场作用哈密顿量，"&’表示自旋 4 轨道耦合作

用哈密顿量，"( 是在外磁场作用下的哈密顿量。

具体表达式为
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通过求解下列久期方程

)〈%9 C". * "% * "&’ * "( C%6〉4 :;’96) B . （2）

得到能级和波函数，并通过计算基态粒子的占有

几率可得到 !"# * 离子的电子磁矩

+ # ) &((
;

< ; =（/, $ )0,）= ; > (;（3）

(8 ), 哈密顿量在耦合表象中的具体表示

由于哈密顿量中包含自旋轨道耦合项 "&’ B
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自旋和轨道角动量都不再是好量子数。因此对于

电子的能量本征态我们选择守恒量完全集（%，#"，

&"，&’）的共同本征态，即自旋轨道的耦合表象，基

矢为 # &，(〉。

我们知道，晶场跟晶体的对称性密切相关，在

相应的晶场作用下，电子的一些简并轨道能级会

发生劈裂。由于稀土石榴石属立方空间群 $%&’，

其中三价的 ()& * 离子占据 + 晶位。根据 ," 对称

性，离子在晶体中的哈密顿量可以表示成

%) * (+"! ,
"-"! . +"/" ,

"-"/" . +-! ,
---!

. +-/" ,
---/" . +-/- ,

---/- . +.! ,
.-.!

. +./" ,
.-./" . +./- ,

.-./- . +./. ,
.-./. （/）

我们通过推导计算可得，晶场矩阵元在耦合表象

中可以具体表示为

〈0#1!"22’ 3 %4 3 0#1!"2020’〉

* (
5，6

+57〈 ,5〉〈0#1!"22’)-57)0#1!"2020’〉（1）

其中

〈0#1!"22’)-57)0#1!"2020’〉2（ 3 4）2 3 2’

25 85 20
3 2’ 5 75 20( )

’

（ 3 4）! * " * 20* 8 （"2 * 4）（"20* 4! ）

25 85 20
!05 "5{ }!〈0#1!"22’)-5)0#1!"〉

〈0#1!"22’)-5)0#1!"〉

2（ 3 4）0 （"2 * 4）（"5 * 4）（"20* 4）
-! "

#5 85 #0( }!5 !5 !
〈0#1!"22’)95)0#1!"〉

其中〈0#1!"22’)-5)0#1!"〉为约化矩阵元在 6789:
;<= %=’ ><;8) 的书中可查到［/］。在我们下面的研

究计算中的取值采用文献［1］给出的值，具体如

下表 4。

表 4 5 ()?%? 中 ()& * 离子的晶场系数

5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 !"#$%45 !&% ’()*+"$ ,"("-%+%( ./ 0(& * 12 0(3"35 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ’- 3 4

5 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉 +"!〈 ,"〉

-:44 3 @" A" 3 ""4 "-. 1A/ &4; @ 3 A4 .@A 3 @@

5 5 另外我们根据根据 B7C=8) 3 (D%E8)［4! F 44］定

理将与外磁场有关的哈密顿量的具体表示写成如

下形式

5 〈!"22’ #2< #!"2020’〉2（ 34）2 3 2’〈22’ #42<2’〉〈2 #! #20〉

2（ 3 4）2 3 2’
25 45 20
3 2’ 5 <5 2( )

’

〈2)2)20〉

2（ 34）2 32’
25 45 20
32’5 <5 2( )

’

（〈2)!)20〉*"〈2)$)20〉）（4!）

其中：

5 〈2)!)20〉2（ 3 4）! * " * 2 * 4 （"2 * 4）（"20* 4! ）

25 205 4
!5 !5{ )" !（! * 4）（"! * 4! ）〈!"22’ # "< # !"2020’〉

2（ 3 4）2 * 2’
25 45 20
3 2’ 5 <5 2( )

’
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式中 < 可取 !，G 4，&& 和 .& 系数可以从文献［4"］

查得

"5 计算与结果讨论

自由 ()& * 离子在 %! 和 %$= 作用下劈裂成以

下几 条 能 级（ 由 低 到 高）- $4@ H "+ !DI 34，- $4& H "+
.-/!DI 34，- $44 H "+4!44!DI 34，- $1 H "+4"&@!DI 34。

这里选择基组态- $4@ H " 能级为能量零点，! 2 .，" 2

4; @，2 2 A; @，所以能级是 4. 重简并。考虑到实验

温度是低温 -; ">，而且第一激发组态- $4& H " 的能量

比- $4@ H "的高出 .-/! DI 34，根据玻尔兹曼分布电

子主要分布在基态- $4@ H "，因此我们只需考虑基组

态- $4@ H "对 ()?%? 磁化强度的影响。另外 ()& * 离

子在 %) 和 %> 作用下一般劈裂成几百个 DI 34，相

对于第一激发组态- $4& H "+.-/!DI 34 而言，%
·

0 2 %)

* %> 可以看作简并微扰［4&］。考虑到外磁场 % 较

小时，%) J %>，可以将 %02 %) 作为一级微扰哈密

顿量，%002 %> 作为二级微扰哈密顿量。由塞曼效

应理论可知，在外磁场作用下原子的能级会发生

进一步的劈裂，也就是 ()?%? 石榴石 ()& * 离子基

组态由晶场作用后的 / 条简并能级将会消除。由

于晶场作用下能级的劈裂大概在 ! 到 4/!DI 34 之

间，而随着外磁场 % 的增大，微扰项 %002 %> 的这

一项也 逐 渐 增 大，当 外 磁 场 % 达 到 "!! K 4!.

（-!）3 4 L·I 34 时，能级劈裂由 ,? 2 @262#>>
（其中 6 2 4; "）计算可以得出能级接近 4!!DI
34，而本文所对应的实验外磁场最大达到 &!! K
4!.（-!）3 4L·I 34，因此即使经过晶场作用后简

并态已部分消除，但由于外磁场的作用仍可导致

这邻近能级的本征态的强烈相混。所以我们将
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!!!" !" 对 !# $ !# 的二级微扰选择的是近简并微

扰。

%$ &’ 晶场哈密顿量作用下的能级

当外磁场 ! 为零时，仅在晶场哈密顿量 !#

作 用下的能级是二重简并的，它们分别是（&）

(&))$*+&,-(&，（%）(&.&/ %.&*,-(&，（+）(&+%/ 0011,-(&，

（.）(2#/ %*#**,-(&，（0）)+/ %1%,-(&，（*）&%*/ )*1.,-(&，

（)）&.)/ 0.1*,- (&，（2）&2./ #2%&,- (&

%$ %’ 与外磁场有关的哈密顿量 !" 作用下的能

级

图 &’ 外场作用下最低能级分裂图

!"#3 &’ $%&"’’"(# )* & +’ ,(-.#/ &-0-&

图 %’ 外场作用下 &、. 能级分裂图

!"#3 %’ $%&"’’"(# )* & +’ 1(2 . ’3 ,(-.#/ &-0-&

为了清楚的得出与外磁场有关的哈密顿量

!" 作用下基组态. 4&0 5 %的劈裂能级和状态的变化。

先将晶场哈密顿量 !# 在基组态. 4&0 5 % 简并能级的

&* 个态所张开的子空间对角化，然后将与外磁场

有关的哈密顿量 !" 对经过晶场作用之后的能态

进一步进行微扰计算。图 & 我们只选择在晶场作

用下最低的一条简并能级在外磁场作用下作微

扰，可以看出劈裂能量随着外磁场的增大而增大，

完全符合塞曼效应的特点。图 % 我们选择了第

图 +’ 外场作用下 &、% 能级分裂图

!"#3 +’ $%&"’’"(# )* & +’ 1(2 % ’3 ,(-.#/ &-0-&

图 .’ 外场作用下 2 条能级分裂图

!"#3 .’ $%&"’’"(# )* & +’ ’) 2 ’3 ,(-.#/ &-0-&

&、. 两条简并能级做近简并微扰，我们可以看出

当简并能级之间的能级差比较大时，随着外磁场

的增加，能级之间几乎没有相互作用。仍然符合

塞曼效应的特点。图 + 我们选择第 &、% 两条简并

能级做近简并微扰，与图 % 的区别在于所选择的

两条简并能级间距比较小。可以看出当外磁场比

较小时，能级之间几乎没有影响，当外磁场 ! 达

到 *# 6 &#*（.!）( &7·- (& 时由于能级之间比较

接近，能级之间出现了相互排斥作用，相邻能级之

间出现了相混。图 . 我们选择了 2 条简并能级一

起做简并微扰，都可以看出外磁场较低时能级之

间没有相互影响。当外磁场达到一定值，使他们

的能级值比较接近时能级之间就出现相互影响，

状态出现了相混。因此我们上面所选择的近简并

微扰是可行的，而且是必须的。

通过公式（*）、（2 ( &#）计算得出的能级和波

函数，我们利用公式（)）计算了当外磁场 ! 为零

时，磁矩为零，符合是顺磁材料的特性。当外磁场

! 不为零时，也得到与文献 * 比较一致的结论。
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因此我们可以看出单晶的基组态对磁性的作用是

至关重要的。我们有必要具体的探讨 !"#$# 的

基组态的基本特性，才能清楚的了解实验文献所

报道 !"#$# 磁化和法拉第旋转特征的微观机理。
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