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基于复阻尼模型水平剪切型结构的时域解析算法

焦浩鑫１,２,丁肇伟１,２,陈龙珠１,２

(１．上海市公共建筑和基础设施数字化运维重点实验室,上海２００２４０;２．上海交通大学船建学院土木系,上海２００２４０)

摘要:近些年来提出的数值方法虽克服了应用复阻尼模型求解动力响应时可能出现的发散现象,但

其计算过程繁杂且不能表达出结构动力特性及响应随结构参数的变化规律.论文参照三对角 ToＧ
eplitz矩阵特征值问题的数学解法,推导出水平剪切型结构各阶自振频率、振型函数的解析形式.
通过对运动方程进行Fourier变换,得到复阻尼理论下结构的传递函数解析式,直观地表达出结构

动力特性及响应随结构参数的变化规律.最后通过算例对比分析,结果表明:提出的复阻尼模型的

解析计算方法克服了时域发散问题,并与时域数值计算方法的位移响应时程对比发现,两种方法得

到的时程曲线吻合程度较高,位移峰值也基本一致.同时,对比两种方法在底层刚度变化时的动力

响应,解析方法的计算曲线更光滑,避免了数值方法的离散误差问题.
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Abstract:AlthoughthenumericalmethodsproposedinrecentyearsovercomethepossiblediverＧ
gencephenomenonwhenapplyingthecomplexdampingmodeltosolvethestructuraldynamicreＧ
sponse,thecalculationprocessiscomplicatedandcannotexpressthestructuraldynamiccharacＧ
teristicsandthechangelawofresponsewithstructuralparameters．ThispaperderivedtheanaＧ
lyticformsofnaturalfrequenciesandmodefunctionsofeachorderofahorizontalshearstructure
byreferringtothe mathematicalsolutionoftridiagonalToeplitz matrixeigenvalueproblem．
ThroughFouriertransformofthemotionequation,theanalyticalequationoftransferfunctionof
thestructureundercomplexdampingtheorywasobtained,andthedynamiccharacteristicsofthe



structureandthevariationoftheresponsewithstructuralparameterswereexpressedintuitively．
Theresultsshowedthattheanalyticalmethodbasedonthecomplexdampingmodelovercomes
thetimeＧdomaindivergenceproblem．ThenwecompareditwiththetimeＧdomainnumericalcalcuＧ
lationmethodandfoundthatthetimeＧhistorycurvesofdisplacementresponseobtainedbythe
twomethodsareconsistentwitheachother,andthepeakdisplacementsarebasicallythesame．
Inaddition,bycomparingthedynamicresponsesofthetwomethodswhenunderlyingstiffness
changes,thecurvesoftheanalyticalmethodaresmootherandthediscreteerrorofnumerical
methodisavoided．
Keywords:complexdamping;horizontalshearstructure;dynamicresponse;timedomain;anaＧ

lyticalmethod

０　引言

目前,在结构动力分析中,可用黏性阻尼模型和

复阻尼模型等来反映振动能量的耗散.黏性阻尼模

型在数学上具有求解和计算简便的优点,在工程实

际中得到了广泛的应用[１].但由黏性阻尼模型求出

的结构动力响应可知,其能量耗散与所受外部动荷

载或地基基础运动激励的频率有关.而已有试验结

果证明,在较大的频率范围内,结构系统的能量耗散

与激励频率基本无关[２].采用复阻尼模型进行分析

时,结构在振动一周内的能量耗散受外加激励频率

的影响甚是轻微,符合能量耗散与激励频率无关的

试验现象.因此,从能量耗散的角度来看,采用复阻

尼模型进行结构动力分析,会更为准确.
定性来说,采用数值方法计算结构动力响应时

程曲线,具有很广的适用范围.但由于时域运动方

程中含有不稳定的子集,采用逐步积分法计算时,会
出现发散现象[３].时域数值计算方法的稳定性受损

耗因子、激励持续时间以及时间积分步长等因素的

影响.张辉东等[４]指出,复阻尼模型下时域数值解

法的发散程度,随着结构损耗因子的增大而增大.
潘玉华等[５]在对含复阻尼运动方程的求解稳定性进

行研究时发现,其与结构的自振周期、地震荷载持续

时间以及复阻尼模型参数的大小有关,即当荷载持

续时间与结构自振周期的比值大于临界值时,采用

时域数值方法对复阻尼下的动力响应进行求解,会
引起计算结果的发散.张辉东等[６]对 Rayleigh阻

尼模型和复阻尼模型下的地震时程响应进行的对比

分析表明,后者计算得到的结构动力响应大于传统

的Rayleigh阻尼模型计算得到的结果,而且其稳定

性和精度与时间积分步长有关.
综上所述,对可体现能量耗散与激励频率无关

的复阻尼模型,摸索保证所求出的结构动力响应结

果稳定收敛的计算方法,具有较为重要的学术和应

用价值.朱镜清等[７]通过忽略计算结果中的发散项

来保证动力响应的稳定性,但这种方法缺乏理论根

据[８].周正华等[９]提出了一种可进行时域计算的复

阻尼本构方程,使得计算结果稳定收敛.REGGIO
等[１０]将 MaxwellＧWiechert本构模型应用于复阻尼

模型中,得到了计算结果稳定的运动方程,但模型参

数的确定对应用带来了不便.孙攀旭等[１１]将复阻

尼运动方程等效为频率相关的黏性阻尼运动方程,
既保证了能量耗散与激励频率无关,又避免了复阻

尼时域计算结果的发散.孙攀旭等[１２]提出了滞变

阻尼模型的时域理论和数值计算方法,确保了结构

时域计算结果的稳定收敛.虽然上述计算方法能够

保证时域动力响应的收敛稳定,但计算过程比较繁

杂,而且计算精度与效率尚有待于提高.另外,以上

均为数值计算方法,不能解析表达出结构动力特性

以及响应随结构参数的变化规律.
针对上述存在的问题,本文以较为常见的多层

水平剪切型结构为研究对象,参照三对角 Toeplitz
矩阵的递推方法[１３],推导出它的各阶自振频率、振
型函数的解析形式.在此基础上,由 Fourier变换

推导出复阻尼下结构动力响应的频域解析解,然后

由其反变换得出结构在地震作用下各层位移的时程

解析解,便于直观地观察结构动力特性以及响应随

结构参数的变化规律.文中将通过算例,对本文方

法和数值方法的计算结果进行比较分析.

１　结构动力特性的解析算式

首先列出结构在地震作用下的运动方程.如图

１所示的水平剪切型结构,取各自由度相对地面的

位移作为运动变量,在地震作用下有运动方程:
[M]{̈u}＋[K]{u}＝－[M]{δ}̈ug　 (１)
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式中:[M]为结构的质量矩阵;[K]为结构的刚度

矩阵;{u}＝[u１,,un]T 为结构相对于地面的位移

列阵;̈ug 为地面运动的加速度;{δ}为各元素值均为

１的n 阶列阵,n 为结构的层数.

图１　多自由度模型计算简图

Fig．１　ModelforstructureswithmultiＧdegreeoffreedom

为分析结构的动力特性,假设结构体系的第一

层质量为mb,水平层间刚度为kb,其余各层的质量

和刚度分别为m、k,其自由振动方程为:

[A]{ϕ}－λs
k
m

[I]{ϕ}＝０　 (２)

式中结构动力特性矩阵[A]为:

[A]＝[M]－１[K]＝
k
m
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式中:[I]为单位矩阵;λs ＝
k
mω２

s,ωs 为结构自振圆

频率;{ϕ}为n阶列阵;κ１＝１－
mkb

mbk
,κ２＝１－

m
mb

.

可见,各阶自振圆频率ωs 为矩阵[A]的特征

值,对应的各阶振型{ϕs}为矩阵[A]的特征向量.
三对角矩阵[A],已不是经典三对角 Toeplitz

矩阵.借鉴于文献[１３]中求解三对角Toeplitz矩阵

特征值和特征向量的数学方法,可以得到如下线性

递推式(j＝１,２,,n)和边界条件:

ϕs(j－１)－(２－λs)ϕsj ＋ϕs(j＋１)＝０

ϕs０＝(κ１＋κ２)ϕs１－κ２ϕs２,ϕs(n＋１)＝ϕsn
} (４)

式(４)第一行线性递推式的解有如下形式:

ϕsj ＝βs１rj
s１＋βs２rj

s２　(j＝１,２,,n)　 (５)
式中:βs１、βs２ 均为常系数;rs１、rs２ 则为特征方程r２－
(２－λs)r＋１＝０的两个根,满足韦达定理:

rs１＋rs２＝２－λs,　rs１rs２＝１　 (６)

　　 将式(５)代入式(４)第２行边界条件中,可得:

(κ１＋κ２)rs１－κ２r２
s１－１ (κ１＋κ２)rs２－κ２r２

s２－１
rn＋１
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û
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ú＝０　 (７)

要使式(７)有非零解,其系数行列式必为零,即:
(κ１＋κ２)rs１－κ２r２

s１－１ (κ１＋κ２)rs２－κ２r２
s２－１

rn＋１
s１ －rn

s１ rn＋１
s２ －rn

s２
＝０　 (８)

由此得r２n－１
s１ ＝－

(κ１＋κ２)rs１－κ２r２
s１－１

(κ１＋κ２)rs１－κ２－r２
s１

.令λs＝

２(１－cosθs),结合式(６),可得结构的各阶自振圆频

率为:

ωs ＝２ k
msin

θs

２
,　(s＝１,２,,n)　 (９)

式中:θs 为第s阶自振周期对应的变量,由下式求

出:

　κ２cos
２n－３

２ θs －(κ１＋κ２)cos
２n－１

２ θs ＋

cos２n＋１
２ θs ＝０ (１０)

由式(７)可得,βs２/βs１＝r２n＋１
s１ .

由式(５)可得各阶振型为:

ϕsj ~cos
(２n＋１－２j)

２ θs
é

ë
êê

ù

û
úú ,　(s,j＝１,２,,n)

(１１)
式(１１)表明,对于图１所示的多自由度结构,其

每阶振型均是以j为自变量的简谐函数.

２　结构动力响应的时域解

２．１　复阻尼结构传递函数的解析算式

为得到复阻尼结构的传递函数,首先对无阻尼

下的式(１)进行Fourier变换,有:

{u(ω)}＝[B]{δ}̈ug(ω)　 (１２)
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式中:ω 为 激 励 圆 频 率;{u(ω)}＝ [u１(ω),,

un(ω)]T,uj(ω),̈ug(ω)分别为uj(t),－üg(t)的

频域函数(j＝１,,n);[B]＝([A]－ω２[I])－１.为

得到矩阵[B]中各元素的表达式,对式(１１)中的ϕsj

关于ϕsn 归一化(s,j＝１,２,,n):

ϕ̂sj ＝
１
ϕsn

cos[(２n＋１－２j)
２ θs]　 (１３)

利用振型的正交性和矩阵对角化方法,得:
[B]＝[̂ϕ]－１

０diag(ω２
s －ω２)－１ [̂ϕ]０　 (１４)

式中:[̂ϕ]０＝[{̂ϕ１j},{̂ϕ２j},,{̂ϕnj}],为由各阶振

型列阵构成的方阵.
将式(１４)代入式(１２),并采用传递函数 H(iω)

＝uj(ω)/̈ug(ω)描述多自由度体系响应与输入间的

传递关系,有:

Hj(iω)＝∑
n

s＝１

sinnθs

２ϕ２
sn[ω２

s －ω２]{ 

cos
(２n＋１－２j)

２ θs
é

ë
êê

ù

û
úúcsc

θs

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ } (１５)

为对复阻尼下的结构进行动力响应分析,本文

借鉴文献[１４]中采用的复刚度法.考虑各层损耗

因子为不同值时,也可使用本文方法进行计算,但本

文为简便公式推导,取各层损耗因子为相同值η,分
别用k(１＋iη)、kb(１＋iη)代替式(３)中k、kb,则复

阻尼下结构的传递函数可表示为:

Hj(iω)＝∑
n

s＝１

sinnθs

２ϕ２
sn[(ω∗

s )２－ω２]{ 

cos
(２n＋１－２j)

２ θs
é

ë
êê

ù

û
úúcsc

θs

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ } (１６)

式中ω∗
s 为第s阶振型对应的变量,且满足:

ω∗
s ＝２ k(１＋iη)

m sin
θs

２
,(s＝１,２,,n) (１７)

２．２　复阻尼结构动力响应的时域算法

在地震时程数据的处理中,快速 Fourier变换

(FFT)具有重要作用.快速Fourier变换后给出的

频域数据所包含的信息与原始时域数据完全相同,
仅仅在信息的表示方法上有所不同.通过对频域信

号进行逆变换后,可以方便地得到其时域信号.为

此,对地面运动加速度时程信号进行快速 Fourier
变换:

üg(ω/Δω)＝－ ∑
N－１

t/Δt＝０
üg(t/Δt)e－２πiωt　 (１８)

式中:N 为采样点数;Δt 为采样间隔;Δω 为快速

Fourier变换的频率分辨率.
若采样点数N 为２的正整数次幂,可直接取N

为 FFT 计 算 点 数, 则 空 间 频 域 分 辨 Δω ＝
１/(NΔt).在式(１６)中,对传递函数 Hj(iω)和地

面加速度频域数据üg(ω)应用Fourier变换的卷积

定理,可以得到复阻尼结构动力响应的时域解算式:

uj(t/Δt)＝
１
N ∑

N－１

ω/Δω＝０
Hj(iω)̈ug(ω/Δω)ei２πωt (１９)

另外,在Fourier变换中,对具有N 个数据的离

散采样点,其离散Fourier变换同样具有N 个数值,
而在频域分析中通常只采用前N/２＋１个.为通过

逆变换得到具有同样采样频率的结构动力响应,需
在传递函数 Hj(iω)中按 Fourier变换的数值排列

方式补齐后部分数据.

３　算例比较分析

为检验本文方法的正确性,用 MATLAB编制

相关计算程序,并将计算结果与文献[１２]采用希尔

伯特变换的数值方法所得时域计算结果进行对比.

３．１　单自由度地震响应计算

根据美国国家地震信息中心网站(NEIC)及中

国地震台网(CENC)获取的地震时程数据,选取Ⅷ
度ElＧcentro波、Kobe波和唐山波进行时程分析.

ElＧcentro波、Kobe波的记录信号为地面水平向加

速度在５０s内的采样数据,其采样间隔为０．０２s,唐
山波的记录信号为地面水平向加速度在２０s内的采

样数据,其采样间隔为０．０１s.根据文献[１５]中相关

规定,取加速度最大值为０．２g,设计分组为第一组.
对于各个地震记录,依据所取基本烈度对应的地面加

速度峰值进行处理,处理后输入的地震加速度时程如

图２,其中Kobe波的持续振动时间比ElＧcentro波的

明显要短.根据频谱分析,Kobe波、唐山波和ElＧcenＧ
tro波的主要成分分别低于５Hz和８Hz.

该算例假设结构的质量为１×１０６kg,自振频率

为０．９６Hz,复阻尼结构损耗因子为０．１,初始时刻结

构处于静止状态,分别采用文献[１２]数值算法和本文

给出的解析方法计算求得结构的位移动力响应,结果

如图３和表１.由图可知,两种方法的计算结果基本

一致,时程曲线吻合较好.由表１可知,两种方法计

算得到的位移响应峰值,相对误差在３％以内,初步

检验了本文方法在计算单自由度体系位移响应的正

确性.计算过程还表明,在单自由度体系分析时,本
文方法克服了求解复阻尼动力响应的发散问题,计算

结果不但稳定收敛快,而且精度相对也好,计算效率

相对更高.
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图２　输入地震波加速度时程

Fig．２　AccelerationtimeＧhistorycurvesofinput
seismicwaves

３．２　多自由度地震作用下的动力响应

采用文献[１６]给出的７层框架结构进行分析,
每层的等效质量为１．２３９×１０６kg,水平剪切刚度等

效为１．６１５×１０６kN/m(即κ１＝κ２＝０),结构的黏性

阻尼比ξ＝０．０５.对复阻尼的结构损耗因子与黏性

阻尼比的近似关系,由文献[１７]可知,当η＝２ξω/ωs

时,采用黏性阻尼与复阻尼计算得出的单自由度系

统动力响应完全相同.考虑到影响结构地震响应的

频率成分主要集中在第一阶共振频率ω≈ωs 区域

内,本文采用η＝２ξ＝０．１０进行计算分析.

图３　两种方法的单自由度位移响应时程

Fig．３　DisplacementresponsesoftheSDOFsystem
withtwomethods

表１　两种方法的单自由度位移响应幅值对比

Table１　Comparisonbetweendisplacementresponseamplitudes
oftheSDOFsystemwithtwomethods
项目 ElＧcentro Kobe 唐山波

umax/cm
本文法 ７．６６ ９．０１ １７．２３
数值法 ７．６３ ９．２３ １６．９８

相对误差/％ ０．３９ ２．４４ １．４５

计算得该７层框架结构体系的第１和第７阶自

振频率分别为１．２０Hz、１１．２４Hz,假设结构在初始时

刻为静止状态,分别用本文和文献[１２]两种方法计算

该结构体系的地震位移响应,结果如图４和表２.
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图４　两种方法的多自由度顶点位移响应时程

Fig．４　VertexdisplacementresponsesoftheMDOF
systemwithtwomethods

表２　两种方法的多自由度顶点位移响应幅值对比

Table２　Comparisonbetweenvertexdisplacementresponse

amplitudesoftheMDOFsystemwithtwomethods
项目 ElＧcentro Kobe 唐山波

umax/cm
本文法 ７．９５ １０．０２ １２．５５
数值法 ７．８３ ９．５５ １２．２６

相对误差/％ １．５１ ４．７０ ２．３１

　　图４是结构顶层位移响应的时程曲线,可知,两
种方法得到的计算结果基本一致,计算过程稳定收

敛.表２所列两种方法计算得到的结构顶点位移峰

值也较为接近,其相对误差在５％以内.
通过对比表１和表２可知,在进行多自由度结

构的位移响应计算时,其计算结果的相对误差明显

大于单自由度结构体系.其原因可能是多自由度结

构体系中的阻尼更加复杂,若仅考虑整体结构的黏

性阻尼比ξ＝０．０５,则会导致黏性阻尼模型的计算结

果存在相对更大的误差.

３．３　结构动力响应幅值随底层刚度的变化

为观察两种方法求得结构位移、加速度峰值随

底层刚度而变化的规律,本节采用第３．２节中结构

质量、层间刚度以及复阻尼结构损耗因子的取值,但
在一定范围内改变刚度比kb/k∈(０,２]进行计算,
结果如图５、图６所示.

图５　顶点位移幅值随刚度比的变化规律

Fig．５　Variationofvertexdisplacementamplitude
withthestiffnessratio
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图６　顶点加速度幅值随刚度比的变化规律

Fig．６　Variationofvertexaccelerationamplitude
withthestiffnessratio

图５给出了所得结构顶点位移峰值随刚度比的

变化曲线.由图可知,从整体上看,随着底层刚度的

不断变化,两种方法计算得到的结构顶层位移峰值

相互比较接近(本文解析方法得到的位移峰值稍

大).由图还可看出,随着底层刚度的变化,数值方

法得出的位移峰值计算曲线存在一定程度的离散波

动现象,而本文方法计算的曲线相对光滑得多.
图６给出的是结构顶层加速度峰值随底层刚度

比而变化的曲线.为了便于观察两种方法计算曲线

间的差别,该图的竖轴采用了对数坐标.由图可见,
本文方法的曲线仍然光滑稳定,但数值方法所得曲

线的离散波动现象比图５的更为显著,这对计算结

构的层间内力峰值来说,容易产生较大的误差.

４　结论

本文通过理论推导以及算例分析,得到以下３
点主要结论:

(１)借鉴三对角 Toeplitz矩阵特征值问题求解

的递推方法,得到了多层水平剪切型结构的自振频

率和振型函数的解析算式;在此基础上,提出了计算

复阻尼模型下由地面运动引起的结构响应时程曲线

的解析算法.
(２)对单层和多层复阻尼结构,采用本文解析

算法和文献数值方法,分别计算了由地面地震运动

引起的结构位移响应,结果表明两种方法得到的位

移响应时程曲线接近,其位移峰值的相对误差均在

５％以内.
(３)采用本文方法和文献数值方法求解多层结

构加速度峰值随底层刚度的变化,本文方法的计算

曲线光滑,避免了数值方法计算曲线上较为强烈的

离散误差问题.
本文主要探讨算法的有效性,而结构其他参数

对地震响应的影响,有待于进一步分析研究.
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