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摘要:提出线性多变量系统控制Lyapunov函数(CLF)构造的一般方法. 先证明可以通过解一类Lyapunov方程,得
到线性系统二次型的CLF.接着证明了对于线性系统,这种方法可以提供所有二次型的CLF.最后证明了若线性系统
存在CLF,那么必存在二次型的CLF.由此完全解决了线性系统的CLF构造问题.
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The construction of control Lyapunov functions for
linear multivariable systems
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Abstract: A universal method for constructing control Lyapunov functions (CLF) for a linear multivariable system
is presented. Firstly, we show that every quadratic control Lyapunov function can be obtained by solving the Lyapunov
equation. Then, we prove that this method can generate all quadratic control Lyapunov functions for a given linear system.
Finally, it is shown that if there is a control Lyapunov function then there must be a quadratic control Lyapunov function.
Thus, the problem of constructing control Lyapunov functions for linear systems is solved completely.
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1 引引引言言言(Introduction)
Lyapunov函数是动态系统稳定性分析的强有力

的工具. Artstein[1]和Sontag[2]于1983年分别研究了
控制系统的镇定, 将Lyapunov函数的概念延伸到控
制Lyapunov函数(CLF).他们证明了一个非线性系统
可由松驰反馈镇定当且仅当存在CLF. Sontag[3]研究

仿射系统的镇定并由CLF构造通用的反馈控制律.
这些成就极大地推动了人们对CLF的研究, 并将它
广泛地运用于各种设计问题,获得了大量有价值的
成果[4∼7]. 与Lyapunov函数的构造相似, CLF的构造
是一个很难的问题.即使对于线性系统,也没有一个
通用的方法来构造CLF.

Yokoyama[8]在1973年提出可用一系列初等的坐
标变换将多变量的线性系统化成一种标准型, 后
来称为Yokoyama标准形. 此后, Yokoyama标准形成
为多变量线性系统分析与设计的有力工具. 韩京
清[9]系统地介绍了Yokoyama标准形及其应用. 本文
将利用这种标准型来研究线性多变量系统CLF的构

造问题.首先指出CLF在坐标变换、输入变换、状态
反馈下具有不变性. 利用Yokoyama标准形, 提出可
通过解Lyapunov方程, 构造线性系统的二次型CLF.
证明了对于线性系统, 这种方法可以提供所有二
次型的CLF. 并且证明了若线性系统存在CLF, 那
么必存在二次型的CLF. 从而彻底解决了线性系统
的CLF构造问题. 这项研究可以认为是Lyapunov关
于线性自主系统理论在线性控制系统的推广. 并由
所构造的CLF给出了可镇定系统的线性反馈.

2 系系系统统统的的的描描描述述述及及及CLF的的的定定定义义义(System de-
scription and the definition of CLF)
考虑定常线性多变量系统

ẋ = Ax + Bu, (1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rm 分别为系统的状态与输入,
A, B 为维数适当的矩阵.

V : Rn → R+为连续函数,若V (0) = 0,而对于
x 6= 0, V (x) > 0,那么称V (x)为正定的. 若‖x‖ →
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∞, V (x) →∞,则称V (x)是真的(或径向无界).

定定定义义义 1 V是C1,真和正定的,若对于任意的x 6=
0,

inf
u

∂V

∂x
(Ax + Bu) < 0, (2)

那么称V (x)是系统(1) 的控制Lyapunov函数(CLF).
当控制u不受约束时(2)等价于

∂V

∂x
B = 0, x 6= 0 ⇒ ∂V

∂x
Ax < 0. (3)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
下面的引理说明CLF在坐标变换, 输入变换, 状

态反馈下的不变性. 这些结果为CLF的进一步研究
提供了方便.

引引引理理理 1 令T ∈ Rn×n, G ∈ Rm×m, F ∈ Rm×n,
其中T , G都为非奇异的. 在引入坐标变换x̄ = Tx,
输入变换u = Gu1和状态反馈u1 = Fx̄ + u2后, 系
统(1)变换为

˙̄x = T (AT−1 + BGF )x̄ + TBGu2. (4)

那么V (x)是系统(1)的CLF当且仅当V (T−1x̄)为
系统(4)的CLF.

命题不难证得,证明过程略去.

容易证明坐标变换,输入变换,反馈变换形成系
统(1) 的一个变换群. 引理1说明CLF是这个变换群
的不变量. 有了引理1,可以在一种方便的标准形下
讨论CLF.

3.1 线线线性性性系系系统统统CLF的的的构构构造造造(Construct CLF for lin-
ear systems)
设系统(1) 可控, 且rank(B) = m, 设(A,B) 具

有Yokoyama标准形,就是在式(1)中有

A =




0 [Iν 0] · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · [I2 0]

−Aν −Aν−1 · · · −A1




, B =

[
0

B1

]
, (5)

Ii, i = 2, 3, · · · , ν为ni × ni阶单位阵, Ai, i =
1, 2, 3, · · · , ν为m× ni阶的实矩阵. m = n1 > n2 >
· · · > nν > 0为(A,B)能控性指数集. 由于(A,B)能
控, n1 + n2 + · · ·+ nv = n. 在式(5)中, 0代表适当阶
的零矩阵, B1是m×m的非奇异矩阵.

分别将A, x,分块如下:

A =

[
G11 G12

G21−A1

]
,

其中:

G11 =




0 [Iν 0] · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · [I3 0]
0 0 · · · 0




,

G12 =




0
...
0

[I2 0]




,

G21 = [−Aν −Aν−1 · · · −A2 ].

相应地

xT = [XT
n−m XT

m ],

其中:

XT
n−m = [x1 · · · xn−m ],

XT
m = [xn−m+1 · · · xn ].

首先引入输入变换u = B−1
1 u1, 接着作状态反

馈u1 = −[G21−A1 ]x + u2,将系统(5)变换为

ẋ = Acx + Bcu2, (6)

这里:

Ac =

[
G11 G12

0 0

]
, Bc =

[
0
Im

]
.

根据引理1, 只需研究系统(6)的CLF. 设P为对称矩

阵. 将P表为如下的分块矩阵:

P =

[
Pn−m P12

PT
12 Pm

]
, (7)

这里:

Pn−m∈R(n−m)×(n−m), Pm∈Rm×m, P12∈R(n−m)×m.

如果Pm可逆,记P−1
m PT

12 =[Sν Sν−1· · ·S2],再记Si =[
Si1

Si2

]
, 这里Si, Si1, Si2分别为n1 × ni, n2 × ni,

(n1 − n2)× ni的实矩阵, i = 2, 3, · · · , ν. 令

Cβ =




0 [Iν 0] · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · [I3 0]

−Sν1−Sν−11 · · · −S21




, (8)

则Cβ是(n−m)× (n−m)实矩阵. 作下列的假设:

H1 Pm为正定,且Cβ为Hurwitz矩阵.

H2 (Pn−m − P12P
−1
m PT

12)Cβ + CT
β (Pn−m −

P12P
−1
m PT

12)为负定矩阵.

下面将证明V (x) = xTPx为系统(6)的CLF当且
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仅当它满足假设H1, H2.

定定定 理理理 1 P满 足 假 设H1, H2, 则V (x) =
xTPx为系统(6)的CLF.

证证证 由假设H1, H2,可知P为正定矩阵. V (x) =
xTPx沿着系统(6)轨线的导数为

V̇ (x) = xTPAcx + xTAT
c Px + 2xTPBcu2 =[

XT
n−m XT

m

]
·

[
Pn−mG11 + GT

11Pn−m Pn−mG12 + GT
11P12

PT
12G11 + GT

12Pn−m PT
12G12 + GT

12P12

]
·

[
Xn−m

Xm

]
+ (2XT

n−mP12 + 2XT
mPm)u2. (9)

由式(9)可得
∂V

∂x
Bc = 2XT

n−mP12 + 2XT
mPm.

令
∂V

∂x
Bc = 0,那么

Xm = −P−1
m PT

12Xn−m, (10)

由式(9)可得
∂V

∂x
Acx =

[
XT

n−m XT
m

]
·

[
Pn−mG11+GT

11Pn−m Pn−mG12+GT
11P12

PT
12G11+GT

12Pn−m PT
12G12+GT

12P12

]
·

[
Xn−m

Xm

]
, (11)

将式(10)代入式(11),得
∂V

∂x
Acx =

XT
n−m[

(
Pn−m − P12P

−1
m PT

12

) ·
(
G11 −G12P

−1
m PT

12

)
+

(
G11 −G12P

−1
m PT

12

)T ·(
Pn−m − P12P

−1
m PT

12

)
]Xn−m,

可以算得

G11 −G12P
−1
m PT

12 =


0 [Iν 0] · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · [I3 0]

−Sν1−Sν−11 · · · −S21




= Cβ.

由假设 H2, 当
∂V

∂x
Bc = 0,Xn−m 6= 0 时, 成

立
∂V

∂x
Acx < 0. 即V (x) = xTPx是系统(6)的CLF.

由引理1可知V (x) = xTPx也是系统(5)的CLF.

注注注 1 从定理1的证明可知, 在Si中Si2是自由变量,
可以任意取值.

下面的例子说明如何由定理1所提出的方法构
造CLF.

例例例 1 考虑系统(5),其中:

A=




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

−1 −1 1 0 0
−5 −9 10 2 1
−2 7 8 −1 −3




, B =




0 0 0
0 0 0
1 4 6
2 5 8

−2 3 4




,

(12)
(A,B)已为Yokoyama规范型, (A,B)的能控性指数
集为m = n1 = 3,n2 = 1, n3 = 1,而且有

G11 =

[
0 1
0 0

]
, G12 =

[
0 0 0
1 0 0

]
,

G21 =



−1−1
−5−9
−2 7


 , A1 =



−1 0 0
−10−2−1
−8 1 3


 .

假定P =

[
P2 P12

PT
12 P3

]
,令

P−1
3 PT

12 =




2 3
1 0
0 1


 , P3 =




3
4

5


 .

注意,在选取P−1
3 PT

12时,下面的2 × 2矩阵是随意的,

第1行上的向量[2 3]使得

[
0 1

−2−3

]
为Hurwitz矩阵.

为了获得P2,考虑下面的Lyapunov方程:

(
P2 − P12P

−1
3 PT

12

)
[

0 1
−2−3

]
+

[
0 −2
1 −3

]
(
P2 − P12P

−1
3 PT

12

)
= −I2, (13)

解式(13),可得

P2 =

[
17.25 18.25
18.25 32.25

]
.

由定理1,

P =




17.25 18.25 6 4 0
18.25 32.25 9 0 5
6 9 3 0 0
4 0 0 4 0
0 5 0 0 5




为正定矩阵,且V (x) = xTPx为这一系统CLF.
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下面的定理2表明定理1所提出的方法提供了所
有二次型的CLF.

定定定理理理 2 若V (x) = xTPx是系统(6)的CLF,那
么V (x)满足假设H1, H2.

证明略去.

3.2 由由由CLF构构构造造造线线线性性性反反反馈馈馈(Construct linear feed-
back by CLF)

Sontag曾经利用CLF对仿射非线性系统给出了

镇定的“通用公式”[3],但是他的公式不是线性的,

不适合线性系统. 本节考虑利用二次型CLF的线性

反馈镇定. 它不但能使系统稳定,而且使闭环系统的

极点与Cβ和Pm有关. 令

F =




Iv

. . .

I2

P−1
m




,

L−1 =




0 [Iv 0] · · · 0 0

0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 [I2 0]

0 0 · · · 0 0




.

若V (x) = xTPx为系统(6)的CLF,这里

P =

[
Pn−m P12

PT
12 Pm

]
,

其中PT
12 = Pm[Sν Sν−1 · · · S2 ],定义Cβ如式(8).

定定定理理理 3 如果V (x) = xTPx为系统(6)的CLF,

那么

u = −(BT
c P + BT

c FPL−1)x (14)

可 镇 定 系 统(6), 且 闭 环 系 统 的 极 点 配 置

在−Pm的m个特征根处, 其余的n − m 个极点配

置在Cβ的n−m个特征根处.

证证证 记Ĩv = Iv,Ĩi 为ni − ni+1阶单位阵, i =
1, 2, · · · , v − 1.令

I(λ) =




Ĩvλ
v−1

Ĩv−1λ
v−2

. . .

Ĩ2λ

Ĩ1




,

˜̃
I2(λ) =




Ĩvλ
v−2

Ĩv−1λ
v−3

. . .

Ĩ2




.

由于

Ac −BcB
T
c (P + FPL−1) =



0 [Iv 0] · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
−PmSv −PmSv−1−[Sv 0] · · · −Pm−[S2 0]




,

那么由文献[9],可知

det
(
λIn×n − (Ac −BcB

T
c (P + FPL−1))

)
=

det{(Pm+λI1)(
1

λv−1
[Sv 0]+

1
λv−2

[Sv−1 0]+

· · ·+ 1
λ2

[S3 0] +
1
λ

[S2 0] + I1)I(λ)},

记

H̃(λ) =
1

λv−1
[Sv 0] +

1
λv−2

[Sv−1 0] +

· · ·+ 1
λ2

[S3 0] +
1
λ

[S2 0] + I1,

因为

H̃(λ)I(λ) =


1
λv−1

[Sv1 0]+· · ·+ 1
λ

S21+I2 0
1

λv−1
[Sv2 0]+· · ·+ 1

λ
S22 Ĩ1




[
λ ˜̃I2(λ)

Ĩ1

]
,

则

det(H̃(λ)I(λ)) =

det{[ 1
λv−2

[Sv1 0] +
1

λv−3
[Sv−11 0] + · · ·+

S21 + I2λ] ˜̃I2(λ)},
即det(H̃(λ)I(λ))为Cβ的特征多项式.

由于det (λIn×n − (Ac −BcB
T
c (P + FPL−1)))

= det(λI1 + Pm) det(H̃(λ)I(λ))且Cβ为Hurwitz矩
阵,所以反馈(16)可稳定系统(6),且闭环系统的m个

极点配置在−Pm的m个特征根处, 其余的n −m个

极点配置在Cβ 的n−m个特征根处.

注注注 2 定理3说明闭环系统的极点在Cβ中就可以预先

设定,使得开始的设计就有目标可循.

推推推论论论 1 如果V (x) = xTPx 为系统(5)的CLF,
那么

u =−B−1
1 (BB−1

1 )T(P + FPL−1)x−
B−1

1 [G21 −A1]x (15)
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可 镇 定 系 统(5), 且 闭 环 系 统 的 极 点 配 置
在−Pm的m个特征根处, 其余的n − m个极点配置

在Cβ的n−m个特征根处.

例例例 2 继续考虑例1中的系统.

容易获得开环系统的极点为0.7718 + 1.1151i,
0.7718 − 1.1151i, 0.5437, 1.7913,−2.7913， 由

式(15),反馈可取为

u =



− 6.5 −8 2.5 2.5 1.5
−36 − 80 7 23 6

24.25 53 −6.25−15.75 −4.25


x,

那么闭环系统的极点为−3,−4,−5,−1,−2. 其

中−1,−2为Cβ =

[
0 1

−2−3

]
的特征根; −3,−4,−5

为−P3的特征根,此时闭环系统是稳定的.

定定定理理理 4 线性系统存在CLF,那么必存在二次型
的CLF.

证证证 对于任意的线性系统

ẋ = Ax + Bu, (16)

若它存在CLF, 根据文献[2]中的定理5, 那么它一定
可镇定. 对系统(16)作能控性分解, 即引入状态变
换x̄ = T1x,使得:[

˙̄xc

˙̄xc̄

]
=

[
Āc Ā12

0 Āc̄

][
x̄c

x̄c̄

]
+

[
B̄c

0

]
u,

其中(Āc, B̄c)是完全能控的. 因此系统(16)可镇定当
且仅当Āc̄是Hurwitz矩阵. 于是

ĀT
c̄ P + PĀc̄ = −In−n1 (17)

有正定解P . 这里n1 < n为系统(16)的能控性矩
阵Qc的秩.

由于(Āc, B̄c)能控, 存在状态反馈uc = Kcx̄c,
使得Āc + B̄cKc 的特征值与Āc̄不同, 那么矩阵方
程(Āc + B̄cKc)F1 − F1Āc̄ = Ā12有唯一的解F1 . 于
是系统(16)经过状态反馈u = [Kc 0]x̄ + v 及坐标

变换z = T2x̄, T2 =

[
In1 F1

0 In−n1

]
后为:

[
żc

żc̄

]
=

[
Āc + B̄cKc 0

0 Āc̄

][
zc

zc̄

]
+

[
B̄c

0

]
v, (18)

(Āc + B̄cKc, B̄c)依然是能控的. 于是根据定理1,
存在二次型的CLF, V (zc) = zT

c Pczc, 那么V (z) =
zT

c Pczc + zT
c̄ Pzc̄ 就是系统(18)的CLF, 根据引理1,

V (T−1
1 T−1

2 z) 是系统(16)的CLF. 因此线性系统存
在CLF, 那么必存在二次型的CLF. 因而它的逆否
命题也成立,即线性系统不存在二次型的CLF,则不

存在CLF.

4 结结结论论论(Conclusions)
本文解决了线性多变量系统CLF的构造问题.利

用线性系统的Yokoyama标准形, 证明了可以通过
解Lyapunov方程得到线性系统二次型的CLF. 接着
证明了对于线性系统.这种方法可以提供所有二次
型的CLF. 最后证明了若线性系统存在CLF,那么必
存在二次型的CLF.通过所构造的CLF得到了可镇定
系统的线性反馈, 而且可将闭环系统的极点配置到
预先给定的位置.
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