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摘要：假设坝体的剪切模量随深度呈指数变化，运用三维剪切楔理论，导出了土石坝垂直振动的控

制微分方程，采用分离变量法和伽辽金逼近法求得了计算土石坝垂直振动前三阶振型自振频率的

代数公式；然后应用反应谱技术，获得了相应的估计土石坝垂直地震反应的最大位移、最大速度、最

大加速度以及最大应力的计算公式 (
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随着土石坝技术和计算分析水平的不断提高，在地震区兴建的高土石坝越来越多，其地震稳定性也越来

越得到重视 (土石坝的地震破坏主要有地震裂缝、地震液化和边坡滑动等，都与地震动应力有关 (由于所求问
题的复杂性以及边界条件存在耦合等因素，迄今为止，只有矩形、半圆形、半椭圆形等形状简单的刚性河谷中

的土石坝的振动问题求得了精确解答，且这些解答基本上都是针对横向振动和纵向振动问题的 (矩形河谷中
均匀土石坝垂直振动的精确解答已由 -./01.2（#%’#）得到［#］(显然，由于边界的影响，作为平面问题考虑的解
答与实际三维问题存在较大的差异，且土石坝的材料存在明显的非均匀性，因此，需要考虑峡谷中非均匀土

石坝的垂直振动问题 (笔者已经求得 *形河谷中土石坝垂直振动第一振型的近似解答［!］(本文在此基础上
进一步导出了计算 *形河谷中非均匀土石坝垂直振动前 3阶振型自振频率的代数公式，并给出相应的最大
地震反应的近似解答 (这里的非均匀是指坝体材料的剪切模量随深度的不同而连续变化 (

" 土石坝垂直振动的微分方程
本文在推导土石坝振动的控制微分方程时采用如下常用假设：（.）坝体为楔形体，座落在 *形河谷的刚

性基岩上，如图 #所示；（4）坝体是均一的线弹性体；（5）地基的运动是垂直向的；（6）坝体与库水间的相互作
用可以忽略，如空库工况；（0）坝体材料是非均匀的，其剪切模量随着深度的增大而连续变化，且可用指数函
数表示为［3］
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式中：!"———坝底的剪切模量，78.；$———最大坝高，9；% ’ &———试验常数，称为非均匀指数，可取 "，# ’ 3，
! ’ $，# ’ !，#等 (
首先考虑坝体自由振动 (取沿纵向的单元体，如图 #（4）所示 (考虑单元体沿 " 方向的平衡，则可得到土

石坝垂直振动的控制微分方程
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式中：)（"，.；*）———沿 " 方向的相对位移，9；)+"———坝体底部的剪切波速，)+" : !" ’" "，9 ; 2；"———坝体材
料的密度，<= ; 93；*———时间，2；!: !（# >#），#———坝体材料的泊松比 (
相应的边界条件是坝体与基岩无相对滑动、坝顶面上的正应力为零，即
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图 ! "形河谷中土石坝垂直振动的剪切楔分析模型
#$%&! ’()*+ ,)-%) ./-)0 /1 2)+3$4*0 2$5+*3$/6 /1 )*+3(7+/48 -*.9 $6 3+$*6%:0*+ 4*6;/69
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式中：&"，&#———河谷的边坡参数；)———坝体材料的杨氏模量，) %!* +

< 自振频率的近似解答
采用分离变量法，将 !（#，’；,）%"（#，’）-（ ,）代入式（#），可得到关于时间变量和空间变量的微分方程
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式中#为土石坝垂直振动的自振频率 +式（&）的通解是
-（ ,）" 3"()*#, % 3#*+,#, （-）

式中 3"，3#为任意常数 +同时，由于式（$）所示的边界条件在任意时刻都需要满足，因此，可以分离出关于空
间变量函数"（#，’）的边界条件

" " ! 当 # " $ % &" ’，# " $ ( &# ’
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（.）

由于边界条件式（.）不能进一步分离出关于各空间变量的独立方程，因此由式（’）和式（.）组成的定解问
题的闭合解是难以得到的 +然而，通过如下方法可以获得该问题的近似解答 +
根据伽辽金（/01234+,）方法［&］，如果一个函数满足边界条件式（.），则如下积分得到的代数方程可以确定

坝体垂直振动的自振频率：
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式中 4（#，’）为式（’）的左端项，即
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现试验函数

!（!，"）# !
$"［!# %（$ & ’! "）#］［!# %（$ % ’# "）#］ （$）

可以验证，!（!，"）可以满足边界条件式（%）(另外，根据多项式函数的本身特性，如果!（ !，"）能满足边界条
件式（%），则形如 )!*（!，"）的多项式函数也都能满足边界条件式（%），其中 ) 为有理数，* 为正整数 (构造如
下函数：

!!（!，"）# !（!，"） （!&）

!#（!，"）# %［!（!，"）% ! (’"!#（!，"）］+ & (’" （!!）

!(（!，"）#［!（!，"）% "!#（!，"）& ( ("#"!(（!，"）］+ & ("#" （!#）
并分别代入式（)）进行积分，可求得计算第一自振频率"!、第二自振频率"# 和第三自振频率"( 的代数公

式 (相应地，式（!&）*式（!#）给出的函数即为上述自振频率的第一振型函数、第二振型函数和第三振型函数 (
由于项数太多，这里仅给出对称河谷情况下上述 +种非均匀指数的自振频率计算公式，并记为

",- #
./&
$ 0,-# & 1,-’! # , # !，#，( （!(）

其中 0,-和1,-的值见表 ! (上述三个振型函数在坝顶和中央断面上的形态如图 #所示 (
表 ! 土石坝垂直振动的前三阶自振频率的计算参数
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- 2 + 3 0! - 1! - 0# - 1# - 0( - 1( -

! & !! (#+&& + (&&&& (’ ((&(& #& (’&’" %% (’$$! "$ ())(’
# ! +( % ((&") ( (!%#) #! ()!"$ !! (%’’+ "+ (+#() #% ()’!(
( # ++ ’ (%’!% # ($#"$ !$ ()$$’ !& (’+!’ "! (($!& #+ (!+$&
" ! +# ’ (&")) # (’&!( !% ("#+# $ (#((# (’ (!&"& #! (%+&)
+ ! ( (’$&+ ! (+"%’ $ (’’(( " ($’’! !$ ($’"$ !! (%!’#

图 9 土石坝垂直振动的前三阶振型函数
:-;<9 "2& 1-/0, ,2/&& )(8& 02#*&0 (1 5&/,-4#% 5-$/#,-(. (1 &#/,26/(47 8#)0

= 土石坝的垂直地震反应
可以导出有阻尼的土石坝垂直振动的控制微分方程

"# .
"4# & 5

6
".
"4 %

7&

$$
2
3
#（! & 2

3）!
2
3 %!".
"! &#!

2
3"

# .
"!# & !

2
3"

# .
""[ ]# # % 8.9（ 4） （!"）

式中：8.9（ 4）———基岩 ! 方向的地震运动加速度，, - .#；5———阻尼系数，/0 -（,(·.）(

采用分离变量法，令 .（!，"；4）1#
2

- 1 !
!-（!，"）:-（ 4）(代入式（!"），并在方程两边同时乘以!,$!3!3 "，根据
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正交性原理，可求得仅代表某一种振型!! 的方程式 "对于前三阶振型，有
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式中：#!———第 ! 阶自振频率；"!———第 ! 阶振型的阻尼比，"! ’ 3 4（!&#!）；$!———第 ! 阶振型的参与系数，由
下式计算：

$! ’"
1

%"
"
5!
（1( /）

( "
5"
（1( /）

!!/(/( 0"
1

%"
"
5!
（1( /）

( "
5"
（1( /）

!!
!/(/( 0 （")）

将式（"%）*式（"!）分别代入式（")），并进行积分 "如取 5" ’ 5! ’ 5，则可以得到对称 +形河谷中土石坝垂直
振动的前三阶振型参与系数$" ’ " ",$&，$! ’ " ""$"，$# ’ " "%$" "于是，式（"$）的解可写为
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其中#!& ’#! " 1"!# ! "式（",）所示的杜哈美（2345657）积分通常由数值积分求得 "
由于高阶振型对坝体地震反应的影响较小，因此，实际情况下只需考虑 # * $个低阶振型即可满足工程

应用的精度要求 "这样 +形河谷中非均匀土石坝垂直振动的地震反应可近似地表示为
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式中!!，!!/&和!!0&分别由式（"%），式（""）和式（"!）及其偏导数得到；#!，6#!，)#! 分别由式（",）及其导数得到 "
利用数值积分，由式（"8）可计算各地震反应的时程曲线 "在工程上，最感兴趣的是各反应量的最大值 "为此，
可以利用地震反应谱来计算各反应量的最大值，而不做繁复的杜哈美积分 "计算公式为
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其中 9:，!，9*，!和 9;，!分别是地震反应第 ! 阶振型的位移反应谱、速度反应谱和加速度反应谱 "

! 结 语

本文推导了 +形河谷中非均匀土石坝垂直振动分析的近似理论公式，得到了土石坝垂直振动前三阶振
型的近似理论解答 "虽然推导自振频率的计算公式以及计算振动参与系数的过程极为繁复，但是，得到了可
供手算的代数公式，为土石坝垂直地震反应的简化分析奠定了基础 "目前尚缺乏 +形河谷中土石坝振动分
析的理论解答 "利用本文给出的三维简化动力分析法和相应的解析公式，可迅速计算土石坝的各种地震反应
量 "特别是利用地震反应谱，可迅速求得土石坝的最大反应量 "
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