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一类切换系统极限环的反馈镇定研究
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摘 　要 : 利用多 Lyapunov 函数法讨论一类切换系统极限环的反馈镇定问题. 首先给出切换系统极限环的有界状态

反馈、有界输出反馈以及动态反馈镇定定理 ;然后利用 J urdjevic2Quinn 方法给出反馈控制器的具体形式 ,并证明了在

给定反馈控制器的作用下 ,切换系统的极限环渐近稳定 .仿真例子验证了结论的正确性.
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Abstract : The feedback stabilization of limit cycles of a class of switched systems is discussed by using multiple

Lyapunov functions. Theorems for bounded state feedback stabilization , bounded output feedback stabilization and

dynamic feedback stabilization of limit cycles are presented. Based on J urdjevic2Quinn method , feedback control laws

are explicitly presented. Asymptotical stability of limit cycles of the switched systems under the control of the

designed controllers is proved. Simulation result s show the correction of the proposed method.
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1 　引 　　言
　　J urdjevic2Quinn 方法[1 ]是研究非线性系统反馈

镇定问题非常有效的经典设计方法 ,大量文献中的

反馈控制器设计都基于此方法[225 ] . 文献 [ 2 ,3 ]基于

J urdjevic2Quinn 方法讨论了无源非线性系统的平

衡点的反馈镇定问题 ;Lin[4 ] 基于此方法 ,利用有界

状态反馈控制器 ,讨论了一类连续非线性系统平衡

点的反馈镇定问题 ;Shiriaev[5 ]则将这一方法推广到

不变集的反馈控制中.

　　切换系统是一类既有连续动态 ,又有离散动态

且两者相互作用、相互影响的一类复杂非线性系统 ,

在工程实践中大量存在. 对它的分析与综合引起了

广大学者的关注 , 并取得了大量成果[6211 ] . 其中

Peleties 和 DeCarlo [ 6 ] 以及 Branicky[7 ] 提出的多

L yap unov 函数方法被广泛地应用于切换系统稳定

性分析以及控制器设计中.

　　在很多实际物理系统中 ,如电子振荡器[ 12 ] 、行

走机器人[13 ,14 ]等 ,切换的引入常会使系统运动呈现

周期性 ,从而产生极限环. 因此 ,对切换系统的极限

环运动进行研究既有很好的理论价值 ,又有广泛的

实际应用前景. 目前 ,对切换系统极限环的研究主要

集中在讨论极限环的稳定性方面. Hiskens[13 ] 以及
Nersesov 等[ 15 ]基于 Poincare 映射方法 ,分别讨论了

一类切换系统极限环的稳定性. 但关于切换系统极

限环的反馈镇定问题的讨论尚未见报道.

　　本文利用多 L yap unov 函数方法讨论切换系统

极限环的有界状态反馈镇定、有界输出反馈镇定以

及动态反馈镇定 ,并利用 J urdjevic2Quinn 方法设计

反馈控制器. 仿真例子验证了结论的正确性.

2 　系统描述及相关引理
　　考虑切换系统

Ûx = f i ( x) , i ∈Q = { 1 ,2 , ⋯, N} . (1)

其中 : x ∈X < Rn 为状态向量 , X 为系统状态空间 ,

X = ∪
N

i = 1

X i , X i ( i ∈Q) 是划分系统状态空间的一系
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列内部两两互不相交的多面体 ; f i (·) 是局部

Lip schitz 连续的. 令 x ( t) ∈X 为定义在[0 , T ] 上的

逐段 C1 连续的函数 , Πt ∈ [0 , T ] , x ( t) ∈ X i , 有

Ûx ( t) = f i ( x) ,则称 x ( t) 为切换系统的轨迹. 当 x ( t)

由 X i 到达 X j 时 ,向量场从 f i 变为 f j . 设发生切换的

时刻为 t = ti ,由此可产生切换序列{ (σ( ti ) , ti ) } , i =

1 ,2 , ⋯. 假设系统在有限时间内只发生有限次切换 ,

且σ( ti ) ≠σ( ti+1 ) , Π i. 本文讨论的切换系统的解是

连续的 ,且系统的解对初值 x0 ∈ X 连续依赖. 关于

切换系统轨迹对初值的连续依赖问题的详细讨论 ,

可参见文献[16 ] .

　　为讨论切换系统极限环的反馈镇定 ,首先给出

如下引理 :

　　引理 1[17 ] 　假设切换系统 (1) 的轨迹 s ( t , x0 )

是有界的 ,即存在 M ∈ R ,使得 ‖s ( t , x0 ) ‖ < M ,

Πt ≥0 ,则轨迹 s ( t , x0 ) ( t ≥0) 的ω极限集ω( x0 ) 是

一个非空的紧不变集 , 且当 t → ∞时 , s ( t , x0 ) →

ω( x0 ) .

　　引理 2[17 ] 　对切换系统 (1) ,假设 X c < X 是系

统的一个紧的正不变集 ,如果存在 Cr ( r ≥1) 的光滑

函数 V i : X c ∩ �X i →R , i ∈Q 且 L f i
V i ( x ( t) ) ≤0 ,

x ( t) ∈X c ∩X i . 在系统轨迹 x ( t) 由 X i 到达 X j 的

切换点 x ( ti ) ,V j ( x ( ti ) ) ≤V i ( x ( ti ) ) . 令

Ki = { x ( t) ∈ X c ∩ X i :L f i
V i ( x ( t) ) = 0} ,

K = ∪
N

i = 1

Ki .

设 M 是 K 中的最大不变集. 如果 x0 ∈X c ,那么当 t

→∞时 , x ( t , x0 ) →M , �X i 表示集合 X i 的闭包.

3 　极限环的有界反馈镇定
3 . 1 　利用有界状态反馈镇定切换系统的极限环

　　考虑具有仿射非线性子系统的切换系统

Ûx = f i ( x) + gi ( x) ui . (2)

其中 : x ∈X < Rn 为状态向量 , X 为系统状态空间 ,

ui ∈U Α Rm 为控制输入. 任意 i ∈Q , f i , gi ∈C∞.

切换序列如系统 (1) 所述.

　　对于向量域 f i , gi ,1 ≤ i ≤N ,定义分布

D i = span{ adk
f i

g i :0 ≤k ≤n - 1 ,1 ≤ i ≤m} .

根据 D i ,定义集合

Ωi = { x ∈ X i Α Rn :L k
f i

V i ( x) = 0 ,

k = 1 , ⋯, r} ,

S i = { x ∈ X i Α Rn :L k
f i

LτV i ( x) = 0 ,

Πτ∈D i , k = 0 ,1 , ⋯, r - 1} .

　　定理 1 　如果切换系统 (1) 存在一个极限环Γ,

且系统满足以下假设 :

　　1) 存在Γ的邻域U0 及 Cr ( r ≥1) 函数V i : Rn →

R ,V i | Γ∩X i
≡ 0 ,V i ( x) > 0 , Π x | Γ ∩ X i 且

L f i
V i ( x) ≤0 , Π x ∈ X i ;

　　2) 在系统轨迹 x ( t) 由 X i 到达 X j 的切换点

x ( ti ) ,V j ( x ( ti ) ) ≤V i ( x ( ti ) ) ;

　　3) 存在Γ的邻域 U1 < U0 ,使得在邻域 U1 中 ,

S i ∩Ωi = Γ ∩ X i , i ∈Q.

则存在任意小的状态反馈控制 ui ( x) , 使得极

限环Γ渐近稳定. ui ( x) 可取如下形式 :

ui ( x) = -
βi

1 + L gi
V i ( x) [ L g i

V i ( x) ]T [ L gi
V i ( x) ]T ,

Πβi > 0 .

　　证明 　对任意 x ∈U0 ∩ X i ,取

ui ( x) = -
βi

1 + L gi
V i ( x) [ L g i

V i ( x) ]T [ L gi
V i ( x) ]T ,

Πβi > 0 .

对 V i ( x) 求导并将上式代入可得

ÛV i ( x) = L f i
V i ( x) -

βi

1 + L gi
V i ( x) [ L gi

V i ( x) ]T ×

L gi
V i ( x) [ L gi

V i ( x) ]T ≤0 . (3)

令 Zi = { x ∈ X i :L f i
V i ( x) = 0 , L gij

V i ( x) = 0} , Z

= ∪
N

i = 1

Zi ,记 M为 Z 中的最大不变集. 由假设知 ,ΓΑ

M.

　　由式 (3) 和假设 2) 可知 ,能量函数沿系统轨迹

是非增的. 由引理 1 和引理 2 可知 , 存在ω极限集

ω( x0 ) Α M ,且系统轨迹 s ( t , x0 ) 渐近趋向于 M. 对

任意 x0 ∈U0 ,如果ω( x0 ) ΑΓ,则极限环Γ渐近稳

定 ;否则 ,利用反证法 :假设存在 x0 ∈U0 ,使得集合

ω( x0 ) ∩ ( M\Γ) 非空. 不妨设 x 3
0 ∈ω( x0 ) ∩

( M\Γ) . 由引理 1知 ,ω( x0 ) 是一个非空的紧不变集 ,

于是系统由 x 3
0 出发的正半轨线γ+ ( x 3

0 ) Αω( x0 ) .

因为 M 是不变集 ,所以切换系统 (1) 由 x 3
0 出发的系

统轨迹 x = s ( t , x 3
0 ) Α M Α Z且δi ( t) = ( 5V i ( x)

5 x
·

ad0
f i

g ij ) ( x) ≡0 , Π x = s( t , x 3
0 ) ∈X i ,其中 s ( t , x 3

0 )

是系统 (1) 经过 x 3
0 点的轨迹.

　　易知δi (0) =δ′i (0) = ⋯=δ( k)
i (0) = 0 , Πk ≥

0 ,即

δ( k)
i (0) = ( 5V i ( x)

5 x
·adk

f i
g ij ) ( x 3

0 ) = 0 , Πk ≥0 .

故 x 3
0 = s(0 , x 3

0 ) ∈S i ∩Ωi . 因为 S i ∩Ωi = Γ ∩

X i , i ∈Q ,与假设矛盾 ,所以ω( x0 ) ΑΓ. 由此可知 ,

Γ是渐近稳定的极限环.

　　另外 , ‖ui ( x) ‖≤ 1
2
βi <βi , Πβi > 0 . 取足够

小的βi ,状态反馈控制 ui ( x) 便可任意小. □
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3 . 2 　利用有界输出反馈镇定切换系统的极限环

　　具有无源仿射非线性子系统的切换系统

Ûx = f i ( x) + gi ( x) uj ,

y = hi ( x) .
(4)

其中 : x ∈X < Rn 为状态向量 , X 为系统状态空间 ,

u ∈Rm 为控制输入 , hi ∈C∞为系统输出. Πi ∈Q ,

f i , gi ∈C∞. 切换序列如系统 (1) 所述.

　　由定理 1 不难得到切换系统 (4) 的极限环的有

界输出反馈控制定理 :

　　定理 2 　假设切换系统 (1) 存在一个极限环Γ,

切换系统 (4) 的每个子系统是无源的 ,如果满足 :

　　1) 存在Γ的邻域 U0 及每个子系统存在 Cr ( r ≥

1) 的函数 V i : Rn →R ,V i | Γ∩X i
≡0 ,V i ( x) > 0 , Π x

| Γ ∩ X i ;

　　2) 在系统轨迹 x ( t) 由 X i 到达 X j 的切换点

x ( ti ) ,V j ( x ( t i ) ) ≤V i ( x ( ti ) ) ;

　　3) 存在Γ的邻域 U1 < U0 ,使得在邻域 U1 中 ,

S i ∩Ωi = Γ ∩ X i , i ∈Q.

则存在任意小的输出反馈控制 ui ( y) , 使得极

限环Γ渐近稳定. 可取

ui ( y) = - βi
h i ( x)

1 + ‖hi ( x) ‖2 , Πβi > 0 .

　　证明 　因为切换系统的子系统是无源的 ,所以

L gi
V ( x) = hT

i ( x) . 由定理 1 不难得到定理 2 . □

4 　极限环的动态反馈镇定
　　定理 3 　如果切换系统 (1) 存在一个极限环Γ,

且系统满足以下假设 :

　　1) 存在Γ的邻域U0 及 Cr ( r ≥1) 函数V i : Rn →

R ,V i | Γ∩X i
≡ 0 ,V i ( x) > 0 , Π x | Γ ∩ X i 且

L f i
V i ( x) ≤0 , Π x ∈ X i ;

　　2) 在系统轨迹 x ( t) 由 X i 到达 X j 的切换点

x ( ti ) ,V j ( x ( t i ) ) ≤V i ( x ( ti ) ) ;

　　3) 存在Γ的邻域 U1 < U0 ,使得在邻域 U1 中 ,

S i ∩Ωi = Γ ∩ X i , i ∈Q.

则存在动态反馈控制器 ,使得极限环Γ渐近稳

定. 动态反馈控制器可取

ξ
·

= - [ L gi
V i ( x) ]T - ξ,

ui =ξ.
(5)

　　证明 　利用动态反馈控制器 (5) 可得闭环系

统

Ûx = f i ( x) + gi ( x)ξ,

ξ
·

= - [ L gi V i ( x) ]T - ξ.
(6)

取L yap unov函数W i ( x ,ξ) = V i ( x) +
1
2
ξTξ,求导得

ÛW i ( x ,ξ) = L f i
V i ( x) - ξTξ≤0 .

由假设 2) 知 ,在系统轨迹 x ( t) 由 X i 到达 X j 的切换

点 x ( ti ) ,V j ( x ( ti ) ) ≤ V i ( x ( ti ) ) , 因此在切换点

x ( ti ) 上闭环系统 (6) 的能量函数 W i ( x ,ξ) 也是非增

的. 由此可知 ,闭环系统 (6) 的能量函数 W i ( x ,ξ) 沿

系统轨迹是非增的.

　　令 ÛW i ( x ,ξ) = 0 ,则 L f i
V i ( x) = 0 ,ξ= 0 . 于是 ,

ξ
·

= { - [ L gi
V i ( x) ]T - ξ}ξ= 0 = 0 , L gi

V i ( x) = 0 . 经

迭代运算可知

L k+1
f i

V i ( x) = 0 , L k
f i

LτV i ( x) = 0 ,

Πτ∈D ,0 ≤k ≤ r - 1 .

由假设 3) ,对任意 ( x ,ξ) ∈{ ( x ,ξ) : ÛW i ( x ,ξ) = 0} ,

可得 x ∈Γ,ξ= 0 . 由引理 2 ,极限环渐近稳定. □

5 　仿真例子
　　具有 A , B 两个子系统的切换系统为

A :Ûx =
0 -

1
4

4 0
x +

-
1
2

0

0 - 8
uA ,

B :Ûx =

0 - 2

1
2

0
x +

- 2 2 0

0 -
2
2

uB .

将状态空间 R2 划分为

X A = { x : | x1 | ≤ 5
2

| x2 | } ,

X B = { x : | x1 | ≥ 5
2

| x2 | } .

取

V A ( x) =
1
4 ( x2

1 + ( x2

4 )
2

- 1)
2

,

V B ( x) =
1
4 ( ( x1

2 )
2

+ x2
2 - 1)

2
,

则 L f A
V A ( x) ≡0 , L f B

V B ( x) ≡0 ,且在系统的切换

面{ ( x1 , x2 ) : | x1 | =
5
2

| x2 | } 上 ,V A ( x) ≡V B ( x) .

因此极限环

Γ = { x ∈ X A : x2
1 + ( x2 / 4) 2 = 1} ∪

{ x ∈ X B : ( x1 / 2) 2 + x2
2 = 1}

是稳定的 ,但不是渐近稳定的.

　　利用有界状态反馈 ,取如下控制器 :

uA =
x2

1 + ( x2

4 )
2

- 1

4 + ( x2
1 + x2

2 ) ( x2
1 + ( x2

4 )
2

- 1)
2

x1

x2

,

uB =
2 ( ( x1

2 )
2

+ x2
2 - 1)

2 + ( x2
1 + x2

2 ) ( ( x1

2 )
2

+ x2
2 - 1)

2

x1

x2

.

可以验证 S i ∩Ωi =Γ∩X i , i = { A , B} . 由定理 1可

知 ,极限环Γ在控制器作用下渐近稳定.
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　　取初始值 x (0) = ( - 2 . 2 ,2 . 4) ,如图 1所示 ,切

换系统的极限环在控制 uA 和 uB 的作用下渐近稳

定.

图 1 　有界状态反馈

　　对极限环进行动态反馈镇定. 取反馈控制器

A :
ξ
·

=
1
2 ( x2

1 + ( x2

4 )
2

- 1)
x1

x2

-
ξ1

ξ2

,

uA =ξ;

B :
ξ
·

=
2
2 ( ( x1

2 )
2

+ x2
2 - 1)

x1

x2

-
ξ1

ξ2

,

uB =ξ.

　　取初始值 x (0) = ( - 2 . 2 ,2 . 4) ,ξ(0) = (3 ,4) ,

如图 2 ,图 3 所示 ,切换系统的极限环在动态反馈控

制作用下渐近稳定 ,且动态反馈控制器的轨迹ξ( t)

→0 , t →∞.

图 2 　动态反馈

图 3 　ξ轨迹图

6 　结 　　语
　　本文利用多 L yap unov 函数讨论了一类切换系

统极限环的有界状态反馈、有界输出反馈镇定以及

动态反馈镇定问题 ,给出了相应的反馈镇定定理 ,并

利用 J urdjevic2Quinn 方法设计了反馈镇定控制器.

通过仿真例子验证了文中结论的正确性.
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