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摘要：运用Ｇｅｌ’ｆｏｎｄ－Ｂａｋｅｒ方法证明，在ｍ≥１０５ｒ３ 时，丢番图方程ａｘ＋ｂｙ ＝ｃｚ 仅有正整数解 （ｘ，ｙ，ｚ）＝（２，２，

ｒ）．其中ｒ和ｍ为正偶数，（ａ，ｂ，ｃ）＝（｜Ｖ（ｍ，ｒ）｜，｜Ｕ（ｍ，ｒ）｜，ｍ２＋１），Ｖ（ｍ，ｒ）＋Ｕ（ｍ，ｒ） －槡 １＝（ｍ＋ －槡 １）ｒ．
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　　若ａ，ｂ，ｃ是 两 两 互 素 的 正 整 数，Ｎ 是 自 然 数 集

合，那么方程

　　ａｘ＋ｂｙ ＝ｃｚ，ｘ，ｙ，ｘ∈Ｎ （１）
表示一类基本而又重要的指数丢番图方程．
　　设ｒ是大于１的正整数，ｍ为偶数，且

　　Ｖ（ｍ，ｒ）＋Ｕ（ｍ，ｒ） －槡 １＝（ｍ＋ －槡 １）ｒ． （２）
那么Ｕ（ｍ，ｒ）和Ｖ（ｍ，ｒ）是满足

　　Ｖ２（ｍ，ｒ）＋Ｕ２（ｍ，ｒ）＝ｃｒ，ｇｃｄ（Ｕ（ｍ，ｒ），Ｖ（ｍ，

ｒ））＝１ （３）
的非零整数．因此，由（３）式可知：如果ａ，ｂ，ｃ满足

　　ａ＝｜Ｖ（ｍ，ｒ）｜，ｂ＝｜Ｕ（ｍ，ｒ）｜，ｃ＝ｍ２＋１，（４）
则必有

　　ａ２＋ｂ２ ＝ｃｒ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１， （５）
所以满足（４）式 的 数 组 （ａ，ｂ，ｃ）被 称 为 一 类 广 义 商

高数．
　　１９５６年，Ｊｅｓｍａｎｏｗｉｃｚ［１］提出了著名的猜想：

　　猜想１　当ａ，ｂ，ｃ取商高数时，即当ａ，ｂ，ｃ满足

ａ２＋ｂ２ ＝ｃ２ 时，方 程（１）仅 有 正 整 数 解 （ｘ，ｙ，ｚ）＝
（２，２，２）．
　　当ｒ＝２时，即为著名的商高数组的Ｊｅｓｍａｎｏｗ－
ｉｃｚ猜 想．关 于Ｊｅｓｍａｎｏｗｉｃｚ猜 想 已 经 有 较 多 的 结

果［２，３］．当 （ａ，ｂ，ｃ）是广义商高数时，有以下猜想：

　　猜想２　当ａ，ｂ，ｃ满足（４）式时，方程（１）仅有解

（ｘ，ｙ，ｚ）＝ （２，２，ｒ）适合ｍｉｎ（ｘ，ｙ，ｘ）＞１．
　　目前有关猜想２的研究结果主要有４种情况：

　　（ｉ）ｒ是很小的给定值．文献［４～６］证明：当ｒ∈
｛３，４，５｝时，猜想２成立．
　　（ｉｉ）ｂ或ｃ是奇素数．文献［７］证 明：当ｃ是 奇 素

数，ｒ为奇数时，如果ｍ＞４１ｒ３／２ ，则猜想２成立．
　　（ｉｉｉ）ｂ是满足ｂ≡３（ｍｏｄ　４）的正奇数．文献［１０］
证明：当ｒ≡１（ｍｏｄ　２），ｂ≡３（ｍｏｄ　４）时，如果ｍ≡

２（ｍｏｄ　４）且ｍ＞ｒ　１．５ｌｏｇ３（ｍ２＋１）－槡 １，则猜想

２成立．
　　（ｉｖ）２００８年，文献［８］综合运用多种方法证明一

些一般性的结果：当ｒ≡５（ｍｏｄ　８）时，如果ｍ＞ｒ２ ，
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则猜想２成立．２０１０年，文献［９］运用Ｇｅｌ’ｆｏｎｄ－Ｂａｋ－
ｅｒ方法证明：当ｒ为奇数时，如果ｍ＞１０６ｒ６ ，则猜想

２成立．
　　对于 （ａ，ｂ，ｃ）适合（４）式且ｒ是偶数的情况．当ｒ

≥６时，尚未见有过报道．本文也讨论ｒ为偶数时方

程（１）的解，运用Ｇｅｌ’ｆｏｎｄ－Ｂａｋｅｒ方法证明：当ｍ ≥
１０５ｒ３ 时，则方程（１）仅有正整数解 （ｘ，ｙ，ｚ）＝ （２，２，

ｒ）．由此可知，对于任意给定的偶数ｒ，当ｍ≥１０５ｒ３

时，猜想２成立．当ｒ＝２，且ｍ≥８０００００时，猜想１
成立．

１　主要引理

　　引理１．１［１０］　设ａ１，ａ２ 是 满 足 ｍｉｎ（ａ１，ａ２）＞
１０３ 的正整数．那么对于正整数ｂ１，ｂ２，Λ＝ｂ１ｌｏｇ　ａ１－
ｂ２ｌｏｇ　ａ２ ．当Λ≠０时，

　　ｌｏｇ｜Λ｜＞－１７．６１（ｌｏｇ　ａ１）·
（ｌｏｇａ２）（１．７７３５＋Ｂ）２，
其中

　　Ｂ＝ｍａｘ（８．４４５，０．２２５７＋ｌｏｇ（
ｂ１
ｌｏｇ　ａ２

＋

ｂ２
ｌｏｇ　ａ１

））．

　　引理１．２　如果２｜ｍ，ｒ为偶数，那么方程（１）的

解 （ｘ，ｙ，ｚ）都满足

　　ｙ＜２０８（ｌｏｇ　ａ）（ｌｏｇ　ｃ）（ｌｏｇ　Ｂ′）２，
其中

　　ｌｏｇ　Ｂ′＝ｍａｘ（１０，０．０４＋ｌｏｇ（ｚｌｏｇ　ａ
＋ ｘ
ｌｏｇ　ｃ

））．

　　证明过程参考文献［９］中的引理１１．

　　引理１．３　当ｍｉｎ（ａ，ｂ，ｃ）＞１０３ 且ｂ
ｙ
２ ≥ａｘ 或

者ａ
ｘ
２ ≥ｂｙ 时，对方程（１）必有

　　ｙ＜４３０８ｌｏｇ　ｃ或ｘ＜４３０８ｌｏｇ　ｃ． （６）

　　证明　若ｂ
ｙ
２ ≥ａｘ ，则由方程（１）可得

　　ｚｌｏｇ　ｃ＝ｌｏｇ（ａｘ＋ｂｙ）＝ｙｌｏｇ　ｂ＋ｌｏｇ（１＋ａ
ｘ

ｂｙ
）

＜ｙｌｏｇ　ｂ＋ａ
ｘ

ｂｙ ．
（７）

设Λ＝ｚｌｏｇ　ｃ－ｙｌｏｇ　ｂ，则由（７）式可得Λ＞０，而且

　　ｌｏｇΛ＜ｘｌｏｇ　ａ－ｙｌｏｇ　ｂ≤－１２ｙｌｏｇ　
ｂ． （８）

又因为ｍｉｎ（ｂ，ｃ）＞１０３ ，故由引理１．１可知

　　ｌｏｇ｜Λ｜＞－１７．６１（ｌｏｇ　ｃ）·
（ｌｏｇ　ｂ）（１．７７３５＋Ｂ）２， （９）
其中

　　Ｂ＝ｍａｘ（８．４４５，０．２２５７＋ｌｏｇ（ｚｌｏｇ　ｂ
＋

ｙ
ｌｏｇ　ｃ

））．

由（８）式和（９）式可得

　　ｙ２ｌｏｇ　
ｂ＜１７．６１（ｌｏｇ　ｃ）（ｌｏｇ　ｂ）（１．７７３５＋Ｂ）２ ．

（１０）
再由（１０）式可得

　　 ｙ
２ｌｏｇ　ｃ＜

１７．６１（１．７７３５＋ｍａｘ（８．４４５，

０．２２５７＋ｌｏｇ（ｚｌｏｇ　ｂ
＋ ｙ
ｌｏｇ　ｃ

）））２ ． （１１）

　　当Ｂ＝８．４４５时，因为ｃｚ＞ｂｙ ，故由（１１）式可得

　　 ２ｙ
ｌｏｇ　ｃ＜

ｚ
ｌｏｇ　ｂ

＋ ｙ
ｌｏｇ　ｃ≤

ｅ８．２１９３ ＜３７１２． （１２）

由此可知（６）式成立．
　　当Ｂ＞８．４４５时，由（１１）式可知Ｂ＝０．２２５７＋

ｌｏｇ（ｚｌｏｇ　ｂ
＋ ｙ
ｌｏｇ　ｃ

）．将此式代入（１１）式后得

　　３５．２２（１．９９９２＋ｌｏｇ（ｚｌｏｇ　ｂ
＋ ｙ
ｌｏｇ　ｃ

））２＞ ｙ
ｌｏｇ　ｃ

．

（１３）

因为ｍｉｎ（ｂ，ｃ）＞１０３ 且ｂ
ｙ
２ ＞ａｘ ，故又由（７）式可知

　　 ｚ
ｌｏｇ　ｂ

＋ ｙ
ｌｏｇ　ｃ＜

２ｙ
ｌｏｇ　ｃ

＋１． （１４）

故再由（１３）式和（１４）式可得

　　３５．２２（１．９９９２＋ｌｏｇ（２ｙｌｏｇ　ｃ
＋１））２ ＞ ｙ

ｌｏｇ　ｃ
．

（１５）
由此可知（６）式成立．

　　同理，当ａ
ｘ
２ ≥ｂｙ 时（６）式也成立．

２　主要结果

　　定理　当ａ，ｂ，ｃ满足（４）式时，如果ｒ为偶数，且

ｍ≥１０５ｒ３ ，则方程（１）仅有正整数解 （ｘ，ｙ，ｚ）＝（２，

２，ｒ）．
　　证明　当ｍ≥１０５ｒ３ 时，因为ｒ≥２，故有ｍ≥
８·１０５ ．现在设 （ｘ，ｙ，ｚ）是方程（１）的一组适合 （ｘ，

ｙ，ｚ）≠ （２，２，ｒ）的解．以下证明该解不存在．
　　如果ｙ＝１，则由（４）式和（１）式可得 （Ｖ（ｍ，ｒ））ｘ

＋Ｕ（ｍ，ｒ）＝（ｍ２＋１）ｚ ．如果ｒ≡２（ｍｏｄ４）时，对方

程（１）两边取模ｍ可得 （－１）ｘ≡１（ｍｏｄ　ｍ），则ｘ为

偶数．此时对两边取模ｍ２ 可得ｒ≡０（ｍｏｄ　ｍ）．由于

ｍ≥１０５ｒ３ ，则 上 式 明 显 不 成 立．如 果ｒ≡０（ｍｏｄ４）
时，则对两边取模ｍ２ 可得－ｒ≡０（ｍｏｄ　ｍ）．由于ｍ

≥１０５ｒ３ ，上式也明显不成立．
　　如果ｙ＝２．当ｘ＝１时，由（１）式和（５）式可知，

ｚ＜ｒ，ａ－１≡０（ｍｏｄ　ｃｚ）．由此可得ａ＞ａ－１≥ｃｚ

２３ Ｇｕａｎｇｘｉ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｖｏｌ．２０Ｎｏ．１，Ｆｅｂｒｕａｒｙ　２０１３



＝ｂ２＋ａ＞ａ．矛盾，故有ｘ＞１．又因（ｘ，ｙ，ｚ）≠（２，

２，ｒ），所以ｘ＞２．再用同样的方法可以推出ｘ≥５．

　　当ｘ≥５时，由（４）式可得ａ
ｘ
２ ＞ｂ２．因为ｃｒ＞ａ２，

再由（１）式可得

　　ｚ＜
ｘｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ（１＋ｂ

２

ａｘ
）

ｌｏｇ　ｃ ＜ｘｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ　２ｌｏｇ　ｃ ＜

（ｒ
２＋１

）ｘ． （１６）

　　若ｒ≡２（ｍｏｄ４）时，对方程（１）两边取模ｍ可得

（－１）ｘ ≡１（ｍｏｄ　ｍ），则ｘ为偶数．所以当ｒ为任意

正偶数时，由（１）式两边取模ｍ３ 可得

　　－ｘ（ｒ２
）＋ｒ２ ≡ｚ（ｍｏｄ　ｍ）． （１７）

由（１６）式和（１７）式可得

　　ｘ＞２ｍ＋２ｒ
２

ｒ２＋２
． （１８）

由（６）式，（１８）式 以 及ｒ为 大 于 等 于２偶 数，ｍ ≥
１０５ｒ３ 等条件可得

　　ｍ＋４＜２１５４（ｍ
２／３

１０１０／３＋
２）ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （１９）

由（１９）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　如果ｙ＝３．当ｘ＝１时，若ｒ≡２（ｍｏｄ４），对方

程（１）两边取模ｍ可得 （－１）ｘ≡１（ｍｏｄ　ｍ），则ｘ为

偶数．因此仅有ｒ≡０（ｍｏｄ４）这种情况．
如果ａ＞ｂ３ ．又因为ｃｒ＞ａ２，此时由（１）式可得

　　ｚ＜
ｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ（１＋ｂ

３

ａ
）

ｌｏｇ　ｃ ＜

０．５ｒｌｏｇ　ｃ＋ｌｏｇ　２
ｌｏｇ　ｃ ＜０．５ｒ＋１． （２０）

对（１）式两边取模ｍ３ 可得

　　－ｘ（ｒ２
）≡ｚ（ｍｏｄ　ｍ）． （２１）

由（２０）式和（２１）式可得

　　１＋０．５ｒ２ ＞ｍ． （２２）
由（２２）式和ｍ≥１０５ｒ３ 可得

　　１＋０．５ｍ
２／３

１０１０／３ ＞ｍ． （２３）

由（２３）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　如果ａ≤ｂ３ ．因为ｃｒ＞ｂ２ ，此时由（１）式可得

　　ｚ＜
３ｌｏｇ　ｂ＋ｌｏｇ（１＋ａｂ３

）

ｌｏｇ　ｃ ＜

１．５ｒｌｏｇ　ｃ＋ｌｏｇ　２
ｌｏｇ　ｃ ＜１．５ｒ＋１． （２４）

由（１）式两边取模ｍ３ 可得

　　－（ｒ２
）≡ｚ（ｍｏｄ　ｍ）． （２５）

由（２４）式和（２５）式可得

　　１＋０．５ｒ２＋ｒ＞ｍ． （２６）
由（２６）式和ｍ≥１０５ｒ３ 可得

　　１＋０．５ｍ
２／３

１０１０／３ ＋
ｍ１／３
１０５／３ ＞

ｍ． （２７）

由（２７）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　同理对ｙ＝３，当２≤ｘ≤１２时，解得当ｍ≥８
·１０５ 时方程（１）无解．

　　又对ｙ＝３，当ｘ≥１３时，则由（４）式可得ａ
ｘ
２ ＞

ｂ３．因为ｃｒ＞ａ２，由（１）式可得

　　ｚ＜
ｘｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ（１＋ｂ

３

ａｘ
）

ｌｏｇ　ｃ ＜ｘｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ　２ｌｏｇ　ｃ ＜

（ｒ
２＋１

）ｘ． （２８）

　　现已证明ｒ≡２（ｍｏｄ４）时，ｘ为偶数．因此当ｒ
为任意正偶数时，由（１）式两边取模ｍ３ 可得

　　－ｘ（ｒ２
）≡ｚ（ｍｏｄ　ｍ）． （２９）

由（２８）式和（２９）式可得

　　ｘ＞ ２ｍ
ｒ２＋２

． （３０）

由（６）式，（３０）式 以 及ｒ为 大 于 等 于２的 偶 数，ｍ ≥
１０５ｒ３ 等条件可得

　　ｍ＜２１５４（ｍ
２／３

１０１０／３＋
２）ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （３１）

由（３１）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　如果ｙ≥４．若当ｒ≡２（ｍｏｄ４）时，对方程（１）两
边取模ｍ，可得 （－１）ｘ ≡１（ｍｏｄ　ｍ），则ｘ为偶数．
又当ｒ为任 意 正 偶 数 时，对 方 程（１）式 两 边 取 模ｍ４

可得

　　－ｘ（ｒ２
）≡ｚ（ｍｏｄ　ｍ２）． （３２）

　　如果ａ
ｘ
２ ＞ｂｙ．因 为ｃｒ ＞ａ２，则 同 理 可 得 类 似

（２８）式的结果．由（２８）式和（３２）式可得

　　ｘ＞ ２ｍ２
ｒ２＋２

． （３３）

由（６）式和（３３）式可得

　　 ２ｍ２
ｒ２＋２＜

４３０８ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （３４）

由（３４）式和ｍ≥１０５ｒ３ 可得

　　ｍ２ ＜２１５４（ｍ
２／３

１０１０／３＋
２）ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （３５）

由（３５）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　如果ａｘ／２ ≤ｂｙ ，则由（１）式可得

　　ｃｚ ＝ａｘ＋ｂｙ ≤ｂ２ｙ＋ｂｙ ＜２ｂ２ｙ ． （３６）
再由（３６）式和ｃｒ＞ｂ２ 可得
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　　ｚ＜２ｙｌｏｇ　ｂ＋ｌｏｇ　２ｌｏｇ　ｃ ＜ （ｒ＋１）ｙ． （３７）

而由（１）式和（４）式可得ｚ＞ｘ．此时再由（３２）和（３７）
式可得

　　ｙ＞ ２ｍ２
ｒ３＋ｒ＋２

． （３８）

由ｍ≥１０５ｒ３ 和（３８）式可得

　　ｙ＞１０５　ｍ． （３９）
因为ｍ≥８·１０５ ．经验算得ｍｉｎ（ａ，ｂ，ｃ）＞１０００．则

由方程（１）可得

　　ｚｌｏｇ　ｃ＝ｌｏｇ（ａｘ＋ｂｙ）＝ｘｌｏｇ　ａ＋ｌｏｇ（１＋ｂ
ｙ

ａｘ
）

＜ｘｌｏｇ　ａ＋ｂ
ｙ

ａｘ ．
（４０）

再 设Λ＝ｚｌｏｇ　ｃ－ｘｌｏｇ　ａ，则由（４０）式可得Λ＞０．由
于ｃｚ ＞ａｘ，则

　　 ｚ
ｌｏｇ　ａ

＋ ｘ
ｌｏｇ　ｃ＜

２ｚ
ｌｏｇ　ａ

． （４１）

又因为ｍ为偶数，由引理１．２和（４１）式可得

　　ｙ＜２０８（ｌｏｇ　ａ）（ｌｏｇ　ｃ）（ｍａｘ（１０，０．０４＋

ｌｏｇ（２ｚｌｏｇ　ａ
）））２ ． （４２）

　　若ｌｏｇ ２ｚ
ｌｏｇ　ａ≤

９．９６，由（１）式和（４）式可得ｚ＞

ｘ．由（３２）式可得ｚ＞ ２ｍ２
ｒ２－ｒ＋２

．此时再由ｃｒ ＞ａ２

和ｌｏｇ ２ｚ
ｌｏｇ　ａ≤

９．９６可得

　　 ８ｍ２
ｒ２－ｒ＋２＜

ｒｅ９．９６ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （４３）

由（４３）式和ｒ≥２可得

　　８ｍ２ ＜ｒ３ｅ９．９６ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （４４）
由（４４）式和ｍ≥１０５ｒ３ 可得

　　８ｍ２ ＜ ｍ
１０５
ｅ９．９６ｌｏｇ（ｍ２＋１）． （４５）

由（４５）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．

　　若ｌｏｇ ２ｚ
ｌｏｇ　ａ＞

９．９６．由（３７）式和引理１．３得ｚ

＜４３０８（ｒ＋１）ｌｏｇ　ｃ，此时由（４２）式可得

　　ｙ＜２０８（ｌｏｇ　ａ）（ｌｏｇ　ｃ）（０．０４＋

ｌｏｇ（８６１６
（ｒ＋１）ｌｏｇ　ｃ
ｌｏｇ　ａ

））２ ． （４６）

由（２）式和（４）式得ａ＞ｃ．再由（３９）式和（４６）式以及

ｃｒ＞ａ２ 可得

　　１０５　ｍ＜１０４ｒ（ｌｏｇ（ｍ２＋１））２（０．０４＋
ｌｏｇ（８６１６（ｒ＋１）））２ ． （４７）
由（４７）式和ｍ≥１０５ｒ３ 可得

　　１０（５＋５／３）ｍ
２
３ ＜１０４（ｌｏｇ（８６１６（ｍ

１
３

１０５／３＋
１））＋

０．０４）２（ｌｏｇ（ｍ２＋１））２ ． （４８）
由（４８）式解得，ｍ≥８·１０５ 时方程（１）无解．
　　定理证明完毕．
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