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广义特征行列式的直接展开法 

陈 进 

擒 要 蕾文将广义特征行列式展开成多项式，时其系数表遗式从数学上加以 

T讧 明 并编制 了相应的程序 。 
P ， 、 

关键词 广义特征行列式，特征值，特征值计算
。 

在结构力学闻题中科蹋瑞科一里兹缢求解稳定性问题的临界载荷，是根据一组齐次线性 

方程组的系数行列式来导出计算临界荷栽的 次多项式}在工程振动和线性代数中计算矩阵 

的特征值时，也需要根据特征行列式来导出计算特征值的 次多项式。所有这些行列式都可 

以表示为下面将要讨论的广义特征行列式。导出由广义特征行列式展成多项式的一般公式， 

将为解决此类问题提供一种通用的计算机算法。 

1 定义和定理 

定义： 阶行列式 

△ = 

O1．．+ 6l 

a 2 + kb 2 

0 +Zb 

称为一个广义特征行列式。其中a b．，为实常数， 为̂特征值。 

在(1)式中令 bi，( 等 )=0，b (i= )=一1，使得到通常的特征行列式。 

：  
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定理 由广义特征行列式(1)展成的 次多项式 

』 ( )=∑ C⋯ 一 
。 0 

其系数为； 

f c⋯ = ∑ 
【 1；1，⋯ ，n一卅 十1 

I 2： 1十L，⋯，"一 十 

}-； _．1 1，”，n 

1990年 

6 l l⋯ 61 l一

1 01 I 61 ¨l⋯61 2
．
I a162 6̈  I 

61 
．
1 01̂ 61 +l⋯6 l 

6 2 l⋯62̂1．1 azk1 62 l+l⋯6 2̂：
．
1 02̂2 62̂2+l 

6 2̂ 
．

1口2 62̂ ，l⋯6 2 

6 L⋯6n̂ 1．10 l 6" l+l⋯ 6 2
一

l0 ̂ 2 6" 2+l⋯ 

6w ”．10 6” +1．··6 (m 0) 

c⋯ ： 2⋯ 
‘ 。 o) 

6 6 ⋯ 6 

下面用数学归纳法加为证明· 

1) 当 =l时，由(2)和(3)式t 

P( )=A=(。ll+ 6ll f=̂ 61 l+,01l1，定理成立。 

2) 当 =2时，由(2)和(3)式： 

(2) 

(3) 

=
! 

+ kb

“

2 x 

=  
。

： 

b

。

i

。

t

： i：z + ：： ：1：2 j+ ： ：： ： + ： ：： = 。c · 。一 ： ， 
+k(al 2 z—bI 202l+6Il02 2—01 2 6 21)+。l L0 2 2一d L 20 2 

再直接展开得： 

( )=A =( 】l+ 6̂I 1)(0 2 z十 6 z 2)一(al 2十 6 L 3)(a 2 L+ 6 21) 

=0l】。2l十 dll 6 2 2+ 6I1口2 2+ 。6ll 6 2 2一。【2G 2l—La】26 2【一 6l 2a 2l一 6 L 2D 

=  ̂(6_]6 2 2—6l 2 6 21)+k(al】6 2 2—6 J 202 J+6[!口2 2—0』 2f)+d̈ d￡2—0 。0。 

- 见定理对 =2亦成立。 

3) 设定理对直到 n成立，检查对 +1是否成立： 

。】l十 b】l al 2+ 6l 2 ⋯ 0】 + 6l H 0l +l+ 6】 +l 

1。2l十 6 2l 。z 2+ 6 2 2 ⋯ 。2 十 6 2 H 0。n+l+ 6 2 +l 

P( )=△= ； 1 

0“ + 6̂ 】 d ￡+ b 2 ⋯ d + 6 0 +}十 6仰+1 

10 +j，+ 6 +Il 0 n+l z十 6 R十1 2 ··- 0 +l 十 b n+】 0 1日+l+ 6 +1 ． 

j dll+̂ 61I ⋯ 0】 + 61 0】 +l I 
i ： ⋯  1 

令t 枷  
⋯  Ⅲ  + 

f口 +】1+ b 】l ⋯ 0̈-l 十 】 0 +l"l f 
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△ = 

d L1+柚 il ⋯ l n+拍 l 6 L n l 

Ⅱ I+ 

G⋯ 1+ b 

Ⅱ + 抽 ‘ 

0 +l +抽 拍 +⋯  

根据行列式性质：A=A +A ，再将△ 和 △ 均按第 +1列展开，则： 

(一1)“ “d L△ ¨ + 

67 

其中每一个子式△ =△ 均是一个形如式(1)的 阶广 ，盘盈I盎，根据归纳法假设，可 将其 

按定理展开。 

为书写方便，引入记号； 

△ = 

61I ⋯Olkl ⋯ Ol ⋯Olk ⋯ 

df·lkl⋯df—lk2，‘-D ·1 一 6{。- 

d +14l ⋯口f+1̂：⋯dr+1 ⋯ 6 +l 

： 

口 }lkl⋯ }lk。···On+lk ⋯ 6 十f 

其中虚线的地方全是 6元素 ● 

于是： 

P(M=△：(一1) +n+-dÏ l △2 +i+ ， ∑ △ +l+⋯+ 一a ∑ △ +l 
“

，“ 2 ：：_I + 

+⋯+̂， △ ：； +△ ：+．) =̂_·t+l·⋯，n 
t̂=1。2 

t̂ 1·⋯ ，3 

． 1= ．￡十1，⋯ 。 

+(一1) 一 D。 +l k,a．+l+ n一 ∑ △ ：+l+⋯+ 一 △ ：+l 

‘ ’⋯· 2： i： i ⋯-，m +一l +。 
：  ̂．t+1 ．， 

+⋯+ ，∑ △ ： +△ ：+ ' 
群 ．．，。 

． t= ．2+l。⋯ ，“ 

一̂△ a+ +．+ 一 ∑ △ l +，+⋯+ 一 
^l 1I⋯ ，“ 

+ 

=耄 

～ 

D 

∑ 

⋯∑ 

lJ 

△ 
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+．．．+ ， ∑ △ +△ } 
I；1，2 
g l十1，⋯ ，3 

^n l ．2十1，⋯ ， 

+(一1) 枷△2⋯ + 一 ∑ 
l 1t -， 

l9g 0 

△ 

l 1，⋯ ， 一 + 1 

0 l+1，⋯ ， 一m +2 

m m—I+ l，-一-， 

△ +⋯+ ∑ △ 
l 1，_1．，n— +1 

= l-b1，--·，n— m t 

m= n．1+l，⋯ ， 

+⋯+ ， ∑ d +△ } 
：： ，s 

童一 ．：+1，⋯． 

(．1 + + · + + { △ 。 + + 一 ∑ △ + 

十．．．+ ∑ △ + + +⋯+ ∑ △ ： +△囊 一+ } 
； -rn ~ -I⋯  

：钍 ； 。 
； 一l 1，．．．， ．1 ：+1， 。， 

将其按 的同次 进行组合： 

" l』(一1) + 6Ⅲt△}⋯ +(一1) 6 l△2 
、 

l 61 I ⋯ 6l 6l +】 

+⋯+c一 ) 十! n+t + +- +t} 。l + ⋯6 + + +． 
(一1) + + 0l + △2 +i+(-I)。+一 。2 +id2 +l+⋯+( 1) ‘a一+z + △ + 

+(一1) t6 ， ∑ +。+(一1) bⅢ ∑ + 
l lI一“， I 1’”。’” 

+⋯+(一1) + +一+‘6 +⋯l ∑ △ ⋯I} 

《 ⋯0i 1 ̈ ⋯0̈⋯0 n+】 +1 
=  ∑ 

l 1，⋯ ，"+l 

6¨ 

： 

6 + 

+ ∑ 
l=1，⋯ ．n 

01bl 

O~+lkI t 

h i1 ⋯ t ⋯ 一  

b + ⋯0 +1bl⋯ b + b + + l 

、  

r  

时 

△  

1 ■ 
h " 

∑ Ⅲ 

一 一 
札 

+ 

} 
}  
d ÷ 

” 

L — 

∑0。 一 

= 

+ 

+ 

， + 

∑ 

一 

一 

咀 

n 
％ 

L● 

一̂ 

= 1  卜 

+ 

1  
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陈 进；广义特征行列式的直接展开法 69 

I=1，⋯ ，"一埘 +1 

 ̂= m̂一1+1，⋯ ，” 

+⋯+(一】) ’，+ + 0⋯⋯ ∑ d + 

+(一1)“ ‘b⋯ l ∑ d ： 

i i -m 一 + 

^n I=＆ I，⋯ ， 

+ ∑ 

二仇n一 + 
m+I= n + 1，···，n 

 ̂+I= +1，-“， 

b1 
● 

： 

b +l 

⋯ d1̂ I 

l⋯ On+1h 

— alkI 

‘B舯 l＆1 ” 

= ⋯ ∑ f b,
．

1 

，⋯' 一 i 6 +j 
+'=  ̂ +1I⋯ ． +I 

d { +。l 

⋯  

lh ⋯ 0l̂ ’ 

⋯ an+IkI ⋯ Bn+1 m ‘ 

一 一  ⋯ 一 一 一 ⋯ ●  

0 I +l 

a + I a+ 

aI＆z ⋯ d1 ⋯ aI m
．1

⋯ b I bI#+I 

0n+l ：⋯ Bn l m⋯ Bn+1＆m+l⋯ b n+l_bd+I +l 

。l l ⋯ d1̂i ⋯ 。l＆ ⋯  1 
+I

⋯ bI + 

0n+l＆l⋯an+l ：⋯ Bn+1 m⋯ 0n+1 m+l⋯ b +l̂+ 

，f(一1) +” a + ∑△ ：|Il +⋯+(一1)n+-+·+ B。+。 + ∑ △ + 

2 l=1．p2⋯ ．．，。 譬 ．．，a 
．

．： ．2+ 1，⋯ ， ．1： ．1+ 1，⋯ ．n 

+( “b △ -+．．-+(_1)⋯+_+ 6 -+．△‰+。) 

：  
， ∑ ⋯ 。l r．I 1 l＆r+I ⋯ a 。 一+- 
)h =1．2 ： ： 

． ：¨  
J。” lk1．,,On~l c_l b州 蔚。州 f̂+1⋯ B⋯ 1 B⋯ ⋯  

。l l ⋯ 1 bl自+l 

； 

an+1＆ ⋯ an+1 n b n l +l 

 ̈

 ̈

一 1 一 

+ 

— 

m 
∑ 

～+ 

= = 
h 

 ̈

m 一 

一 
∑ +一 

：= - 

ll = 

h ； 

j ● _  
w 

= 

+ 

∑ 

h h 

+ 
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。，∑ ’l 1 。⋯ b ⋯ -“ ⋯ j 
? ， I an~1：／~1．一。 一 + On 1~+1．．．。 + 一 + I 

：  ．
． 1+ 1，．．．，n十 l 

I ‘一。 f—i 0” 】 。 。 n 。“一 

。̂ (一1) 。 +-。， △ ．+⋯— (一1) + 一-。 + 一 △ ： 一 1：； 。 

综 上可得 ： 

、巾+ -⋯ l+ +1)一 ⋯ -⋯ ．P(̂)= “l l+̂ “ ∑ }j 。。。。 j 
l 6 一】．-．6 +i 十l【 ，’ ， 一 I 6 +1·一0 +1 1 ···6【 + 

+⋯+̂  卜  ̈ ∑ 
kl=1。⋯ ，(n十1)一 (m 4-1)4-1 

⋯々 1 n十1，⋯ ，( 4-1) 

+⋯+̂  ∑ 
1= 1．2 

=  
．
1 4-1． 

所述定理正确， 

2 算法与例题 

61 i _ 。l 
1

’ · ’ Cl1 2 · a1 
+l 

· ·61 +i 

j 

6 +i l⋯ an*1 l···0 +l̂ ⋯ 0 +1 +1··-6"十t n 

术展开法的关键是计算展开后的多项式系数 c⋯ ．由(3)式可见，计算 c⋯ 需进行m重 

循环，但m是可变的，即循环重数随m而变化。这里采用一种}“回溯的自顶向下”算法，可 

以解决可调循环问题。 

1 0il⋯ 0i } l 6I1⋯ 6l l 

令 l ⋯ 『 肚 1⋯ · 】口月l⋯0 n I O ⋯o 
求 C 一 实际上就是将 由 k ，b ，⋯， 所 决定的 中相应的 k 列代替 口中 相应的列， 

然后对所有可能组成的行列式求和。为此，需进行的m重循环为； 

k1=1，⋯ ， 一m q-1 

k2=^l q-1，⋯ ， 一m q-2 

算法步骤如下： 

1) ^1=1 

^2=k1 q-1 

 ̂=k 一i+1 

C⋯ = O， I=m 

kj=k i+ 1，⋯ ， 一 m q-i 

k =k 一1+ 1，⋯ ，” 

0 ．： 0  

+ 

I．．． 0  ̈

．： 

h ；  

⋯ 

证 
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苹 4期 陈 进：广义特征行列式的赢接展开法 

2) 进行最内层循环，即对 A 从 直到 ”进行循环。 

将 ，J巾的  ̂， ⋯，  ̂列代替曰中相应的列，每代替一次求和一犹。 

C⋯ =C⋯ +d e【(B) 

3) 退回到外一层循 环，即 』=』一1 

考虑第 ，层循环是否已完成，即：如果 ，<"一m+』， 则第 i层循环还未完成．转步骤 4 

向前向下推进；反之转步骤 6检查是否已完成所有循环。 

4) 第 f屠循环前进一个步长，并下推到内一层循环，即 i= i+1，i=i+1 

5) 如果 i= ，表示已推进到最内层， 则转步骤 2进行最内层循环。 反之转步骤 4向 

前向下推进。 

6) 如果 』=1，表示最外层循环已完成，转步骤 7结束整个 循 环 。反之转步骤 3退回 

到外一层循环 。 

7) 结束。 

例题：对于如图所示的机械振动系统，其特征矩阵为 

0 0 0 ⋯ ⋯ 一]( 一 ■ ⋯⋯ ’ 

2 2 十 s 

] 【 ～ 

O 

O 

0 

O 

- K , 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ．0 M 

s M a M 。 

O M M警 ⋯⋯⋯⋯-o 4 ． M 4 

o 。⋯⋯ 匏 旋 
0 0 

}fi} 

三三K， 
I 

I 

乏Kt 

⋯ ． ． 二坠 !± L 
M M } 

该系统的自然频率 ∞ 即为该特征矩阵的特征值  ̂

即 ∞。=  ̂

{曼 ”=8，M l=M 2-．--=M 8=4 

K I=i， i=1，2，⋯ ，9 

试用本文所述的直接展开法，求其特征多项式。 

解t根据题设可生成数组 和曰 

计算过程和结果如下： 

N = ： EP = ： 

8 ， 0．0001 

READ A(N，N) 

O．75， 一0．50， 0．O0， 0．O口， O．0O 0．9O， D．00， 0oOO 

> 。十l 

7777／，／ 

无阻尼多自由 
度振动 系统 

；  
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0．50， 

0．00， 

0．0O， 

0．00， 

0．O0， 

0．O0， 

0．00， 

REA D 

一 1 ， 

0 ， 

0 ． 

0， 

0 ， 

0 ． 

0， 

0 ． 

1．25， 一0．75， 

0．75， 1．75， 

0．00， 一1．00， 

0．00， 0．00， 

0．00， 0．00， 

0．00， 0．00， 

0．O0， 0．O0， 

B(N， N) 

0， 0， 0， 

1， 0， 0 ， 

0， 一 1， 0， 

0， 0， 一 1， 

0， 0， 0 ， 

0， 0， 0， 

0， 0’ 0， 

0， 0， 0， 

0．00， 

1．00， 

2．25， 

1．25， 

0．00， 

0．00， 

0．00， 

0 ， 

0 ， 

0， 

0 ， 

一 1， 

0 ， 

0 ， 

0， 

0．00， 0．00， 0．00， 0．O0 

0．00， 0．00， 0．00， 0．00 

— 1．25， 0．00， 0．00， 0．00 

2．75， 一1．60， 0．00， 0．00 

— 1．50， 3．25， 一1．75, 0．00 

0．00 一1．75， 3．75， 一2．00 

0．00， 0．00， 一2．00， 4．25 

0 ， 0 ， 0 

0， 0， 0 

0 ， 0 ， 0 

0， 0， 0 

0， 0 ， 0 

— 1， 0 ， 0 

0， 一 1， 0 

0， 0， 一 I 

THE ANSW ER IS：C(1)， C(2)， ⋯ C(8)=： 

一 20．000000 157．062500 — 623．437500 

— 1557．656000 912．216800 —227．900400 

stop — Program termiuated 

由于 C 一。=det(占)=1，因此，展开后的多项式为： 

1 341．445000 

15．664310 

尸( )= 一20 +157．0625 。一623．4375 +1341．4450 ‘ 

一 1557．656 +912．2168 。一227．9004k+15．6643 

用任何一种求多项式根的方法求出其根，即可求得该振动统系的自然频率。 

0}：6．593518， ∞{=4．708399， ∞；=3．366539， 。i=2．342620 

=1．544235， ∞；=0．912859， D}=O．425054， ∞；=0．106776 

5 程序说明及程序清单 

1) 各子程序段说明： 

FILL 将数组B放入数组D中 

pOLY 求广义特征行列式展开后的多项式系数 

DET 利用高斯消元法求行列式的值 

2) 主要变量名说明： 

N 广义特征行列式的阶 

EP 高斯消元法选主元时用作无穷小正数 

A 广义特征行列式 中a元素组成的数组，A(N，K) 

B 产义特征行列式中6元素组成的数组，B(N，N) 
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c 存放多项式系数的数蛆，C( ) 

JJ 工作数组，D(N，N) 

E 工作数组，E(N，N) 

K 用来存放列下标柏数组，K(N，N) 

L 工作数组 ，。存放每一次循环选定的列下标，L(N) 

3) 输入输出说明： 

使用时只需根据提示输入维数 N，无穷小正数 EP，数组 A和 B． 

进行结束时将输 出展开后 的多项式系数 C(N)． 

4) 程序清单：(略) 

4 结 束 语 

利用本文的方法可以将任意维数 的广义特征行列式直接展成多项式，并用任一多项式求 

根方法求出特征值。本文方法简单，实用性强。只是在阶数辏高且多项式性态较坏时，多项 

术根较为困难且误差较子空间迭代法大。此外，本文提出的 “回溯的自顶向下”算法可用于 

程序设计中的可调循环 问题。 
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