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本文探讨了一个非常简单的水下声传播损失公式的推论
,

用来处理海底损失和水深的任

意缓慢变化
,

但限定在没有垂直声速梯度的水域
,

对许多特殊的深度剖面给出了强度一距离

的变化规律
。

在恒定深度的水中
,

强度按 (距离)一 3/2 次方规律变化
,

并且已证明
,

为了获得(距

离 )
一‘
或(距离)

一2

规律
,

在每一种情况 中所必需耍的剖面都具有恒定的梯度
,

对于具有阶跃的

剖面
,

在浅水中 (深度比率为△ ) 能量集聚效应可能由于高海底上较大的衰减而抵消
。

对于

小△
,

当在较浅和较深的水中路径长度之比也是△时出现这种抵消的情况
,

本文附录中包括

了对时间离散问题的讨论
。

1 引 言

参考文献 (均介绍了一种计算分层介质中波导传播的有效方法
,

其介质在深度上或分层

上的变化是缓慢的
。

实际上
,

它给出一个距离区间上的平均传播损失这公式能够用射线
、

简

正波或简单的能流来导出
:

上述缓变条件允许我们假设在给定简正波中的能量绝热地传入改

变了的分层相应简正波中去
。

对水声应用来说
,

参考文献 ( 2 )中附加了正比于掠射角的海底

损失效应
、

波导传播的这种一般近似对帮助我们了解是有益的
,

同时
,

在预测中也有惊人的

准确性
。

本文用一个相当简捷的方法巧妙地给出一个简单的传播方程
,

如下面提出的方程 〔3 〕
,

然

而十分透彻地讨论了此方程
。

传播理论在某种程度上是简单化和准确性之间的一个折衷
,

这

里我们要求对复杂性的每一构成单位要有高度真实性
,

而不要求给出完整的陈述
。

限制于均

匀声速的情况
,

使我们稍微更多地想到浅海更微 弱
。

虽然本文企图包括全面
,

但熟悉某些参

考文献特别是文献 (2 〕或许是有帮助的
。

2 模 型

从参考文献(2〕直接得到声传播模型
,

它把四个传播区域 A
、

B
、

C 和 D 与由以下方程 1一4



所给出的传播损失 L (分贝)对应起来
。

假设模型是均匀声速
、

无损失媒质
、

面
、

平滑和缓慢变化但不那 么任意的海底剖面
、

声源和接收器均远离边界
。

四个传播区域中的传播损失如下
:

A
:

L = 1 olo g R
Z

B
:

L = 1 o lo g R H
a

H b / ZH
e

价
e

平滑的全反射表
·

( 1 )

( 2 )

D
:

“一 ‘。’og
碧碧

乙

可翻
‘’州

L 一‘。,。g

(尽纂井)
+

令!:鲁

( 3 )

( 4 )

区域 A 是球面扩展
,

R 是距离

区域 B 是波道的一种
,

在入射角直升到临界掠射角士价
。

(包括角 2功
。

)内的全部能量是被

反射的
,

而在较陡的角度上的全部能量被吸收了
。

H
。

是声源端的深度
,

H b
是接收器端的深

度
,

而 H
。

是临界的或最小深度 (通常等于 H
二

或 氏 中的一个 )在下一节讨论方程 ( 2 )
,

作为

以后讨论方程 ( 3 )的准备
。

区域 C 可称为简正波干涉区
,

因为我们假设一个正比于掠射角 币的小分贝损失 “价
,

这样
,

在较大角度或较高号简正波 中
,

能量是有选择地衰减
,

方程 ( 3 )和 ( 4 )不象方程 ( 1 )和方程

( 2 )
,

假设有效掠射角是小 的
。

D e n h am 「3] 也推导出了一个方程可以证明与方程 ( 3 )相同
。

对

方程 ( 3 〕的讨论是经过 以下三步展开的
:

首先讨论均匀深度情况
,

其次保持距离恒定讨论各

种不 同的剖面影响
,

最后讨论这种情况的距离关系
,

这 区域中
,

除 L 以外有若干其他量也是

感兴趣的
,

其中一些在附录 中已予讨论
。

区域 D 是单号简正波 区域
,

这里
,

我们首次被迫承认声的波动性质和简正波的分离特性
,

因为除了最低号简正波 以外其他简正波全都消失了
。

方程 ( 4 )中第一项表示几何扩展或藕合

而第二项表示衰减
,

但只有通过进一步的考证才能在这个区域作出上述结论
。

在参考文献 ( 2 )中讨论 了这些区域的界限
,

对于从区域 A 转换到区域 B
,

用预示最小损

失的那个方程就足够了
。

而对于 B 到 C 则取给出最大损失的那个方程
。

对于从区域 C 转换到

区域 D
,

多少有点任意地规定当方程( 4 )中第二项或衰减项达到 3
.

41 分贝
,

如在方程 (3) 和

( 4 )中
,

对模型作一最简单的说明
,

然后
,

即可看出 C 区变到 D 区有一个 3
.

14 分贝的跳跃
。

只要作较小的改变即可使方程式 (1) 到 ( 4 )稍为更普遍些
。

如果损失参数 。 沿路径变化
,

则可将 。 放入积分内来凑合
, a

也可认为是包含了表面反射损失
。

在方程( 2 )中
,

如果价
。

变

化
,

我们就选择一个 H
。 ,

使乘积 H冲
。

是最小的
,

声速 。 可认为随距离变化
,

而在给定位置上不

随深度变化
,

于是
,

H 由(c
。

H / c) 代替
,

这里
。。
是在声源处的声速

。

实际上
,

最后修正是很

小的
,

但是
,

如果我们确实希望精确
,

我们就应该考虑到两个水平方向上不同的变化(l
,
4〕

。

3 波道区域

本节根据参考文献 ( 1 〕进行了讨论
。

对均匀水深波道导出了众所周知的柱面扩展规律
,

对该区域是标准 的规律
。

找出为综合任何规则的传播规律 (和某些不规则的传播规律)所必需的剖面图是容易的
,

一 4 0 一



这些传播规律比柱面扩展规律更差
,

所有这些都要H 有适当的增加
。

这可能是单调的
,

但是

只要 H > Ra
。

例如
,

假设 H 与 R l/2 成正比
,

强度随 R
一

3/2 变化
。

特别感兴趣的一种情况是随

万=8 R 向下倾斜的恒定梯度
,

最小深度 H
。
= 凡

。

于是
,

L = 1 olo g s R
,

/ 2价
。

( 5 )

把声源放置在靠近楔形的顶点
,

结果
,

我们得到一个修正的球面扩展定律
,

要注意
。R 深 度

规律不需要一直延伸到顶点
。

第一次海底反射后没有损失
,

所以声波能在两维方向扩展到楔

形
,

强度比方程 ( 1 )中大一个因子 2价扩。 ,

即在声源附近的开角 2价
。

和斜面或楔形角
8 的 比

。

假设 H 单调的减小
,

则有最小深度 H
。
= H b ,

因此
,

看来海底向上倾斜的传播规律为
:

L = 1 olo g R H
a

/ 2价
。

( 6 )

这与均匀深度情况相同
,

和 H 变化的精确规律无关
。

发生了传送到比较浅的水中 的能 量 集

聚由能量损失精确的抵消
,

由于在倾斜海底上反射这种能量损失
,

在 人 以外变得很陡
。

即使

对一个有限的距离间隔
,

H 没有下降
、 _

七升再下降的复杂现象
,

综合一个比柱面扩展更好的

定律
,

看来是不可能 的
。

注意
,

在均匀深度的水中
,

柱面扩展区域的距离范围是很窄的
,

难得超过十
,

常常是更

小
。

虽然在变深度的水中波道区域的范围有时能增加
,

但上述定律的实际意义是不大的
。

4 均匀深度的干涉区域

当水深是恒定时
,

方程 ( 3 )变成
:

L 二 1 0 lQg
“ 1‘,

R
3 / ZH “2

/ 5
.

2 2 ( 7 )

部分扼要重述参考文献 ( 2 〕对这里的每一项谈得稍为更详细点是便当的
。

可能最重要的因子是 R
”/2 ,

二分之三次定律的意义和现实性在参考文献(2) 中已有广泛的

讨论
,

以上所有事实说明是幂次方规律而不是指数规律保持传播损失在一个比较适中的水平
。

与水深的关系为 H
l邝 还是 比较缓慢的

,

两倍深度只是给出 1告分 贝的损失
。

从近岸水深

40 米到深海 4 0 0 。米的水深变化平均只有 10 分贝额外损失
。

与海底损失参数的关系为 矿邝 ,

是同样的不精确的
。

在布里斯托尔 (B ri sto l) 水道中的实验

给出 a 是 1 2
.

4 分贝/ 弧度
,

在别处发现这个值也是合理的
,

事实上
,

在整个方程中还有待进一

步的键全
,

或者说还缺乏很好的评论
。

最后注意系数 5
.

22 是从甲而;而碗而
·

得到的
·

假设我们用
,
为底定义 “ ,

因为我们对强

度是用半奈而振幅通常是奈来表示
,

这系数将简化为寸厄丽
~ 。

5 在干涉区域中与海底剖面的关系

5
.

1 收集公式

表 1 收集了由公式 ( 3 )计算的传播损失公式
,

对许多不同的深度剖面规律
、

包括一般情

况和均匀水深的情况
。

我们首先讨论固定声源深度和给定距离的情况来看剖面改变对传播有

什么影响
,

把均匀深度的情况作为标准
。

处理了十三种情况
,

第一栏是参考编号
,

第二栏说明剖面
,

第三栏给出了简单的传播规

一 4 1 一



律
,

表中第四栏是等效深度
,

H
。
=

.

里鳖 f
R J

dR

H
3 ( 8 )

将 H 代入方程 ( 7 )中
,

给出了传播损失
,

可以看出
,

对每一个剖面规律
,

能借助 H 。
来表示

H
。 ,

此外
,

与 R 无关
。

最后一栏表示传播损失与均匀深度情况相比较的增量
,

此增量等于 51 吧

H
。

/ H
二 ,

借助水深比 刁= 氏 / H
。

来表示是方便的
。

(或有时 刁
‘

, 氏/ H
.

)
,

再次指示
,

假若我

们知道了 刁
,

对任何距离尺度我们都能利用这个结果
,

由第三栏经第四栏到第五栏向右移动

都有进一步 的简化
。

衰 1

水深剖面图的实例和相应的传播损失公式
, R 是距离

,

ra 是到阶跃处的距离
,
几是阶跃处以外的距离

。
占~ r

扩ra , a 是反射

损失参数
,

H 是深度
, H

.

是声源端的深度
,

玩是接收器端的深度
,

H
。

是轨道深度(情况 4 )
,

H
e

是等效深度
, 刁= H b

/ H
。 ,
刁
‘

二

H
。

/ H
a ,

月
, n 和 , 是规定深度剖面的系数

。
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.
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2 深水阶跃剖面

现在让我们 由表 1 往下看
,

从阶跃剖面 3 和 4 开始
。

阶跃
“
ste P

, ,

一词是用来表示
:
深度变

化与全距离比较具有一个小的距离间隔
,

但是
,

在阶跃区域内海底倾斜是足够慢
,

能满足缓

慢变化的条件
,

事实上
,

要找到完全适合这样两个要求的阶跃剖面可能是很困难的
,

情况 3

和 4 表明
,

如已讨论过的方程 ( 4 )有分别的几何效应和衰减效应
。

因此
,

在情况 3 中
,

靠近

行程终端有一深度的减小
,

改善了几何扩展或藕合
。

因而也改善了传播
。

而深度的增加会使

传播更差
。

在情况 ( 4 )中
,

深度沿行程增加
,

改善了由方程( 3 )或( 8 )中积分所表示的衰减

因子
。

通常这两个效应不是很大的
;
过去注意到

,

假若水是分层的
,
则上述效应就可能比较重

要了〔1 〕
。

显然
,

为了最好的传播
,

我们应把深水轨道和靠近终端较快地变浅的情况结合起来
。

从

方程 ( 3 )中积分式
,

同样很明显
,

对于给定的终端条件
,

只是 H 的谱分布
,

而不是细致的剖

面图
。

根据物理上的互易性
,

情况 5 与情况 3 是对等的
,

但是
,

对于 H 一H
。

为参考深度
,

我似

引入了几何扩展和衰减两者的变化
,

所 以
,

这些公式看来有一点差别
。

例 6 给出了在中间距离上有一个阶跃
,

阶跃前的路径长度为 ra
,

其后 为 几
,

对于深度减

小的情况
,

几何扩展损失减少了
,

而衰减增加 了
。

对于深度增加的情况
,

几何扩展损失增加
」

了
,

而衰减减少 了
。

对无论哪种情况
,

阶梯的位置和大小是能被平衡的
。

结果
,

传播损失没

有变化
。

从表 1 的最后一行
,

我们发现
r b / r

a

= 占= 刁(刁 + l)
’

(s)

出现这种情况
,

上式规义了如图 1 所示的临界阶

跃剖面的位置
。

使用此图的一个方法是注意到一

个给定的阶跃层能产生变好了的传播
,

只有它是

出现在图示临界位置的右 边
。

对 于 小 刁,

我们有

6 “ 刁
,

例如
,

深度减少到 。
.

IH
。

时
,

假使在高海

底上路径长度估计小 于 0
.

IR 时
,

这才是有价值

的
。

5
.

3 深水连续剖面图

剖面图 了到 12 给出了几种实例的普遍情况
,

图

在普遍情况中
,

深度的 n 次方随距离线性变化
。

另一个连续剖面有一指数关系
:

如情况 1 3
。

当深

农吞

渗考净底

叙迩

给出了一组阶跃海底剖面与均匀

深度相同的传播损失
。

度变化小时
,

剖面 7 到 11 和 13 全部近似于线性变化
,

并且都给出差不多相同的结果
。

例如
:

当深度下降 10 % (△ = 0
.

9) 时
,

在所有情况中传播损失都下降大约 0
.

1分贝
。

对大的深度变化
,
传播行为是分散的

,

对剖面 3 和 4 的讨论告诉我们
,

剖面曲线向上凸

时(负 n )
,

将使传播变坏
,

而剖面曲线向上凹时(正 n )则有使传播变好的倾向
。

对于小刁
,

这

是由第五行传播损失的增量公式的极限形式所证实了的
。

对于 n = 一 3 , 一 2 或 一 1
,

公式包含

了表示传播损失真的增量的 一 5 109 刁
。

对 n ~ 十 1 ,

在小 刁时
,

传播损失的增量与 刁 无关
,

而

有一个真正的减小
,

它接近但不超过 1
.

5 分贝
。

这个 n = + 1 的情况相应于恒定梯度
,

在下节

将进一步讨论
。

对于 n ~ 十 2 的公式中包含 十 slo g J
,

传播损失有一真正减小
。

图 2 进一步阐明了传播损失如何随 刁而变化
。

它包括 了 n = 士 oo 的极限情况
, n = 士 oo 在

一 4 3 一
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数学上相当于剖面 3 或 5 的阶梯情况
。

注意
, 一 co

和 十 oo 曲线在剖面 3 和 6 (在 刁= 1) 之间变换
。

因此
,

看 出两者在该 点上斜面不连续
。

指数情况

1 3 处于情况 9 和 1 0(n = 一 1 和 n 二 十 l) 之间
,

确

实应该如此
,

由于它是 n

一
O 的近似形式

。

所表

明的变化没有一个是大的
,

对任何深度的合理减

小都可以首先把情况 10 和 13 当作中间的情况
,

并表现很小的变化
。

6 干涉区域中的距离关系 栩左岭卑

卜5

佑/ 佑
二

△

6
.

1 概要
:

在考虑到距离关系时
,

我们能立即依靠表 1

中第三行中所收集的规律
。

为了这个目的
,

只有

图 2
.

在固定距离处
,

剖面与传播损失

的依赖关系
。

图中的数字 n ,

H

的 n 次幂随距离线性变化 以及
e 表示为指数剖面

.

一

编号 3 和 4 的剖面是不合适的
,

那里在轨道的端点出现不连续性
。

与上一节相仿
,

所作的主

要评论是
,

如果在干涉区域中
,

强度不会像与方程 ( 7 )的 3/2 定律所预计的有很多分贝的差异
.

对比之下
,

如果在单号简正波区域 D
,

预计比较浅的轨道部分能够大大增加传播损失
。

如下

面几小段所看到 的剖面 10 的恒定梯度情况特别重要
。

有效深度 H
。

等于平均深度
‘“, ,

并且斜

率
。
等于 月H

。。

有关传播规律的阐述 已 由 D en h a m ‘a] 和 M
一
P 发表

【5] ,
也可参阅文献 6

。

石
.

2 柱面扩 展剖面

相反的间题也是重要的
,

给出一定的传播规律我们能计算必要的深度剖面吗 ? 对柱面和

球面传播规律我们将来试验
。

注意如果只在一个位置上给定 了强度
,

即使深度是单调的变化
,

显然不能详细说明所需剖面是唯一的
。

明显的一般近似是以方程 3 开始
,

当借助相对强度 I = 10 ~ L /1 O来描 写 时
,

方程 ( 3 )变

成了

5
.

2 2 / fR d R \一 1 / ,

l = 豆厄二豆否戈a }
。

下面厂/ (1 0)

重新排列
、

微分
,

并且不计 H 和 H b 之间的差别
,

给出了对反间题的基本方程
,

(卫三、
’

生= 二了一通一丫
\5

.

2 2 / H
3

d丑 \ R
_

H l / (1 1)

现在我们对 I 随 R 的变化能够以任意所要求的规律代入
,

并且尝谤补 首先解 出 I = k R
一 1

的情况
,

给出解为
:

H = 一 。k
?

碳R / 5 4
.

6 十 常数 (12 )

这定义了一向上倾斜的常数
:

。 ~ 一 a k
,

H聋/ 5 4
.

6 (1 3 )

这里数字上是较大的
,

这较大的数字是在柱面扩展规律中所要求的量级 (正比于 k)
。

倾斜区

域不一定要在声源处开始
。

对柱面扩展的这个特殊情况
,
一个完全不同的推导是即适宜又有益的

。

参考文献 (月给

一 4 4 一



出了均匀声速水域中更一般规律的一个特殊情况
。

I = 2价
e

/ R H
。

(1 4)

其中 士功
。

是在接收点有效掠射角范围
。

这关系式适用于深度无论什么样的变化
,

如果这 变

化是缓慢的话
,

在 B 和 C 区域 (方程 2 和 3 )是有效的
。

为了获得柱面扩展
,

只要当 R 变化时

~
,

山
, 、,

~
、, , _

。 .

d苗
。

“苗竺 苗
。

dR
保持 币

。

为常数
,

即
:

若羚 = 一去架百
~

一尝 苦若 = 0 ( 15 )
犷卜 ‘” 丫 , / , · , 4

~
, 一 r ‘

d R 1 3
.

6H H d R
一 、上。 ,

第一项表示衰减或高角度干涉效应 (2 〕
,

第二项表示当水变浅时能量的聚集
,

解方程(1 5) 得

H - 一 “功廷R 八 3
.

6 +’常数 (16 )

在柱面扩展区域 中方程 14 给出 k = 2势
.

/ H
。 ,

所以
,

方程 (1 6) 与方程 (1 2) 是相等的
。

在方程 (1 2) 和 (1 6) 中常数的意义现在变得清楚了
:

我们可以从离开声源开始
,

允许任何

深度剖面
,

或任意传播规律或几乎任意的我们喜欢行径直到某一 中间距离
r 。 ,

其深度为 H : 。

然后
,

方程 (1 2 )
、

(1 3) 或 (1 6) 给出所必需的为获得柱面扩展向上倾斜的值
,

借助在 r
二

处的局

部声强或局部有效角范围来做到这一点
。

柱面扩展 区以外的长度
r b
是限制的

,

因为海底最后

作为海岸显露出来了
。

rb = H , / s ~ 5 4
.

6H :
/a K

Z

H二= ls
.

6H r / a价营 (1 7 )

记住在实践中例如进入波动区D 区
,

还有其他的限制
。

如举一例
,

我们取 价
e

二 1/ 3 0 弧度或大

约2
“ ,

暗示已经可以估计出中间距离 ra
,

我们得到必需的斜度 !
8
!为 1 0 一 3

弧度或大约 3 分 弧

度
,

如 H , = 1 00 米
,

则距离 r b 是 1 00 千米
。

在另一极端
,

我们可 以使中间距离 ra\与从 区 域

B 到 C 的转换距离相等
,

假设水深一直到 ra 都是常数
,

整个 B 区和 C 区儿乎都 是 连 续 的柱

面扩展区
。

这里 价
e

澎叻
。
= 1/ 3 弧度约 19

。 ,

给出 !
8
1为 1八 O弧度约 6

“

的陡斜面
,

而
r b
只有 1

公里
,

好象没有什么实际意义
。

6
.

3 球面扩展剖面

为了找到给出球面扩展规律的深度剖面
,

我们可 以从前面的一般方程 (1 1) 开 始
,

_

巨 以

I二无R
一 2
代入给出

: aK
Z

H乏/ 6 4
.

6 二R H 一 R
Z
d H / d R (15)

只保留右边的主要项
,

可求得近似解
:

H = 常数 x R

这里常数 自然是斜度
8 。

将方程 (1 9) 代入方程 (1 0) 可得 无值
。

与积分上限有关的项被忽略了
,

为了防止积分发散
,

积分下限不能为零
,

必需取某一个小的距离
。

所有这些是必要的
,

因为解的近似性质相当于
-

声源不是置于由(19) 式规定的楔形顶点上
,

而是在顶点附近
,

但不管 它是如何 靠近 顶点 ,

(与第三节比较 )我们找到 I = 7
.

3 9 / (。a)
1 / , R

”

(2 0)

上述计算纯粹是为 了计算上方便
,

因为方程(2 0) 是表 1 给出剖面 10 的传播损失 的 一种

极限形式
,

这在参考文献 (2 )中早 已指 出
,

并注意到
,

乘积
8 “ 是每一海底倾斜角的海 底 损

失分贝数
,

物理上会出现什么现象呢 ? 即反射损失事实上是限定在靠近声源的浅水区
,

而一

旦能量到达较深水区
,

掠射角是如此之小以至声波反射几乎是全反射
,

声波则从两维方向扩

散到楔形区(再次与第三节比较 )
。

本文中我们 目前 已提出了包括 R
Z

的三种扩展规律的典型
。

方程 1 为基 本 的球面扩展规

律(区域 A )
。

在波道区域 B 中
,

比较起来方程 ( 6 )表明有一个 10 109 (2价c/
。)的分 贝 级 的 提

高
。

对干涉区域 C 方程 (20 )表明
,

有一个 1 0109 7
.

39 /( 招)
1理 分贝的提高

,

如举一例
,

价
。

= 林

一 4 5 一



弧度约 19
。

和 召 为1 / 6 0弧度约 1
“ ,

区域 B 增长变为 16 分贝
,

而在区域 C 中变为 12
.

1分贝
,

对于一般类似的模型
,

同样区域 B 的增长也是较大的
。

不打算用任何形式 的计算来结束本文
,

但是希望限于恒定速度情况下
,

已提供了足够的

资料以证明这种方法的威力和实用
。

附录
:

时间离散及其有关量

参考 ( 7 〕提供了实验上和理论上对浅海中干涉条纹的平均频率间隔肚和时间离散 」二 的

研究
。

导出了在干涉区域恒深恒速下的公式
,

为 了记录
,

这里我们提供了对任意深度剖面的

一般公式
。

这些给出了在接收点有效角范围 士势
。

以及 刁二 和 口fo

掠射角中的有效限制是可 电由同的两个强度公式 (1的和 (1 4)
,

及时找出
:

苗一 ;
二

卫二‘
。

{
B

塑、
一 ‘/2

‘ ’

H b 、 Jo H
“ / (2 1)

如参考( 2 〕对均匀深度变成 功
e = 2

.

6 1( H /a R ) 1 邝

沿轨迹的相应角 功是一般的衣H b / H ’1 , 。

在干涉区域沿轨迹任意点的群速是

似于
。
(1 一告尹)

,

这样时间分离是

(2 2 )

。。o。价或近

fR 访
?
d R 3

.

4 1 (R d R / 「R d R
口 T = .

—
二

—
皿

一
/ !

一J0 Ze a o Jo 且丫 J0 H
. (2 3 )

对均匀深度这式简化为 刁二 ~ 3
.

41 H /a
。

’

(2 4)

此式与距离和频率无关
。

除系数有一小变化外
,

与参考文献( 7 〕是一致的
。

后者是一份解说

材料
,

为了详细说明我们必需给出在时间延迟 , 中的到达形状
,

假设声源为 占函数形式
,

能

量与角度的关系为高斯分布
,

(见参考( 2 〕注意 价
。

不是标准的偏差)可导 出
。

妞 / d 二 = (2 / 召万万奋)
e x p (一 , 二

/ 4刁
二
) (2 5 )

这里
,

到达的能量 E 已归一化为一
,

并且 乙二 从方程(23 )或 (24 )得到
。

方程 (2 5) 预示了
二 二 0

时其解为无限大
,

实际上这是不麻烦的
。

由于有限带宽上解是有限的
。

频率间隔 刁f 也能由参考文献 (了)计算得到
,

但注意到它等于 (刁劝
一 1
就足够了

。
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