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摘要　为了易于模拟地形和地电体 , 有限单元被设计为三角单元 . 考虑到实际中岩石、 矿物的物性参数均是变

化的 , 单元内电导率被设计为双线性变化 . 导出一种点源二维地电断面电位计算的有限元方法 . 该法首先给出

沿走向方向进行傅氏变换后的电位的变分问题 , 然后用有限元方法进行数值计算 , 最后通过傅氏反变换 , 求得

空间域电场 .
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中图法分类号　 P 319. 2; O 242. 21

Abstract　 To model arbi trarily shaped two-dimensional topog raphy and structures, t riangular ele-

ment g rid was used in the fini te element method ( FEM ). Since the field conductivity v aries every-

where, the conductivi ty is designed to change bilinearly wi thin each triangula r element in our

method, which is developed for modeling tw o-dimensional elect rical field due to a current point. In

this m ethod, the variation equation of electrical potential transfo rmed by Fourier cosine is released

firstly, then this variation equatton is solv ed by FEM and Fourier in verse t ransform.

Key words　 tw o dim ensional electric m odeling due to a current point , finite element method, con-

ductivi ty changing within each triangular element

　　阮百尧、 徐世浙
[1 ]

1998年曾给出一种电导率参

数分块双线性变化二维地电断面电阻率测深曲线计

算的有限元方法 .该文虽然在有限单元中电导率分布

上克服了前人均匀分布的缺陷 [ 2, 3 ] , 但由于有限单元

采用的是矩形单元 ,在模拟地形和地电体时往往精度

不高 . 因此 , 本文在此基础上 , 导出了三角单元剖分

电导率分块连续变化 (双线性插值 )点源二维电场的

有限元数值模拟方法 .

1　波数域点源二维电场的变分问题

点源二维电位的正演计算 ,一般通过沿走向 y方

向傅氏变换转换至波数域中进行
[4 ]

. 其电位 U所对

应的变分问题为:
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( 1)

上式中 ,区域 K、边界 Γ∞参见图 1,e为介质的电导

率 ,n是K的外法向 , rA是电源点 (x A , zA )至积分点的

距离 ,k是傅氏变换波数 , K 0、K I为零阶、一阶第二类

修正贝塞尔函数 .对若干个 k ,用有限元法解变分问

题 ( 1)求出波数域中点电源总电位 U ,用傅氏反变换 ,

可以求出主剖面上的三维空间中的总电位 u.傅氏反

变换的公式是:

u (M ) = ∑
5

l= 1

giU( M ,ki ) , ( 2)
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其中 M代表点的位置 ,ki 是波数 ,g i是加权系数 . 具

体系数 [4 ]见表 1.

表 1　傅氏反变换的 k I和 g i

Tabl e 1　kI and gi parameters of Fourier inverse transform

kI gi kI gi

1 0. 002 68 0. 005 65 4 0. 339 91 0. 274 09

2 0. 024 19 0. 024 06 5 1. 260 51 1. 095 90

3 0. 096 21 0. 078 49

2　有限元法

将积分区域剖分成许多三角单元 , 总节点数为

N (图 1) ,则 ( 1)式中对区域K和边界Γ∞的积分可分

界为对各三角单元 △和Γ△的积分之和 .
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图 1　区域K有限元网格部分 ( a) 及三角单元 ( b) 示意图

　 Fig. 1　 2D model g eometryK including the finite element

g rid ( a ) and triangular elem ent ( b)

假设三角单元内转换电位 U和电导率e线性变

化 ,即在每个三角单元

U = N 1U1 + N 2U2 + N 3U3 = N
T
U△ ,

e= N 1e1 + N 2e2+ N 3e3 = ∑
3

l= 1
N lel ,

( 4)

这里 ,下标 1、 2和 3是三角单元的三角节点号 (图

1b) ;σ= (e1 ,e2 ,e3 ) T是节点上的电导率 ;U = (U1 ,

U2 ,U3 ) T 则是三角单元节点上的波数域电位 ; N =

(N 1 , N 2 ,N 3 ) T , N l =
1

2△
(al x+ bl z + cl )是 x和 z的

线性函数 ( l = 1, 2, 3) ,其中Δ = (a1b2 - a2b1 )是三角

单元的面积 ,

a1 = z 2 - z 3 ,a2 = z 3 - z 1 ,a3 = z 1 - z 2 ,

b1 = x 3 - x2 ,b2 = x1 - x 3 ,b3 = x 2 - x 1 ,

c1 = x 2z 3 - x 3z 2 , c2 = x 3z 1 - x 1z 3 ,

c3 = x 1z 2 - x 2z 1 ,

(x 1 , z 1 ) (x 2 , z2 )和 (x 3 , z 3 )是三角单元三角节点 x和 z

坐标 .这样 , ( 3)式中三角单元中的面积分

1
2∫
△
∫{e[ (

 U
 x )

2
+ (
 U
 z )

2
+ k

2
U

2
]- 2IW(x )W(z )U } dxdz

= 1
2
U

T
△ {∫
△
∫∑

3

l= 1

(N lel ) [ ( N
 x

) ( N
T

 x
) + ( N

 z
) ( N

T

 z
) +

k
2
NN

T ]dxdz }U△ - U
T
△∫
△
∫[ IW( xA )W(zA )Ndx dz ] =

1
2
U

T
△

1
4△ 2∑

3

l= 1
(ei∫
△
∫Nl dxdz )

a1　b1

a2　b2

a3　b3

a1　a2　a3

b1　b2　b3

× U△ +
1
2
U

T
△ [k2∑

3

l= 1

(el∫
△
∫N lNN

T dxdz ) ]U△ -

U
T
△ [∫
△
∫IW(x )W(z )Ndxdz ] , ( 5)

由文献 [5 ]
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将 ( 6)式代入 ( 5)式 ,求得三角单元上积分为
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式中

K△ 1 =
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,其中

c11 = ( 6, 2, 2)e,c12 = ( 2, 2, 1)e, c13 = ( 2, 1, 2)e,

c21 = ( 2, 2, 1)e,c22 = ( 2, 6, 2)e, c23 = ( 1, 2, 2)e,

c31 = ( 2, 1, 2)e,c32 = ( 1, 2, 2)e, c33 = ( 2, 2, 6)e,

WiA当 i与电流源节点 A重合时等于 1,不重合等于 0.

( 3)式中边界 Γ△单元的线积分 ,可假设三角单

元△的 12边落在Γ△上 ,由于无穷远边界离电源较

远 ,可将
kK 1 (krA ) cos(rA ,n)

K 1 (krA ) 看作常数 C ,提至积分号

之外 ,因此积分
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式中

K3△ = (k3ij ) , i , j = 1, 2, 3,

k3ij = C∫
12

∑
3

l= 1
(N lel ) N iN j dΓ= Cl12θi j /12,
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这里 l12是边界单元△的 12边边长 ,而

θ11 = 3e1 + e2 ,θ12 = e1 + e2 ,

θ21 = e1 + e2 ,θ22 = e1 + e2 ,

其余θij = 0.

对所有三角单元求和 ,即得到泛函 F (U )的数值

表达式

F (U ) =
1
2
U

T
KU - U

T
S , ( 9)

式中 K是由全部三角单元和边界单元的 (K△ 1 + K△ 2

+ K△ 3 )相加组成的 N× N阶对称带宽矩阵 , U是由

所有 N个三角网格节点上的转换电位组成的列矢

量 ,S则是由 S△相加组成的与源有关的列矢量 . ( 9)

式泛函 F (U )对 U求变分 ,并令其为零 ,就得到了求

波数域中各节点上电位的线性方程组

KU = S. ( 10)

3　算例

3. 1　水平层状地电断面

Mallik等
[6 ]曾用解析法计算过下面电导率随深

度分段线性变化的一维剖面的电测深曲线:顶层电阻

率d1 = 50Ψm, 底层电阻率d2 = 100Ψm , 中间层电

阻率按电导率线性变化规律从d1变到 d2 ,厚度为顶

层的 5倍 . 图 2曲线 1就是用解析法所得测深曲线 ,

曲线 2为用本文提出的有限元法所得的测深曲线 ,可

见除首支 2个点由于电源点影响外其余各点两者拟

合的很好 .

图 2　有限元法与解析法结果对比

Fig. 2　 Compa rison of ana lytical and FEM numerical solutions

—— 解析法 Analytical, ×有限元法 FEM.

3. 2　山谷地形下棱柱体

本例的真模型为山谷地形下含有 2个电导率

不同的棱柱体 (图 3a) , 其中 a柱体的四周电阻率为

100Ψm, b柱体的四周电阻率为 10Ψm,围岩的电阻

率为 50Ψm. 地形还有局部起伏 . 图 3b为用有限元

法数值模拟得到的偶极 偶极装置视电阻率测深拟断

面等值线图 .

图 3　山谷地形下棱柱体偶极 偶极装置视电阻率拟断面

Fig . 3　 Pseudosection of apparent r esistiv ity on dipo1e-dipole

arra y

( a) model ( a: 100Ψm, b: 10Ψm, backg round: 50Ψm ) ,

( b) pseudo section.
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