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弹性半无限空间中矩形孔收缩的复变函数解答
申航,周航,刘汉龙
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摘 要:随着城市建设的发展,矩形隧道的应用越来越多,但针对矩形隧道的理论研究却鲜有见闻。
针对矩形隧道,建立了半无限空间矩形隧道的弹性理论计算模型,采用最小二乘迭代方法确定共形

映射函数的各项系数,并将计算区域映射为复平面上的一个同心圆环;运用Muskhelishvili复变函

数方法,将计算区域内的应力函数展开成为Laurant级数的形式,给定了地表零应力边界和矩形孔

口径向位移边界,求得了半无限空间矩形隧道在给定位移条件下的应力场和位移场。分析了不同

高宽比、不同泊松比、不同埋深对位移场和应力场的影响,总结了矩形隧道位移场和应力场的一般

规律。结果表明:高宽比偏小、泊松比偏大、埋深偏小都会使得沉降槽不再是类高斯曲线的形状,这
些参数的变化也会在不同程度上影响应力场和位移场的大小和分布。
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Solutionofcomplexfunctionofrectangularholecontraction
inelasticsemi-infinitespace
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Abstract:WiththedevelopmentofurbanconstructioninChina,moreandmoreapplicationsofrectangular
tunnelareemerging,buttherearefewtheoreticalstudiesonrectangulartunnels.Inthispaper,theelastic
theoreticalcalculationmodelofthesemi-infinitespacerectangulartunnelwasestablished.Thecoefficients
ofconformalmappingfunctionweredeterminedbytheleastsquaresiterativemethod.Andthecalculated
areawasmappedtoaconcentricringonthecomplexplane.Afterwards,TheMuskhelishvilicomplex
functionmethodwasusedtoexpandthestressfunctioninthecalculationareaintotheformofLaurant
series,whichgivesthezerostressboundaryonthegroundsurfaceandtheradialdisplacementboundaryof
therectangularhole.Thestressfieldanddisplacementfieldoftherectangulartunnelinthesemi-infinite



spaceunderthegivendisplacementconditionwerealsoobtainedbythemethod.Inthispaper,theinfluence
ofaspectratios,Poisson'sratios,andburieddepthsonthedisplacementfieldandstressfieldwasanalyzed,
andthegeneralrulesofthedisplacementfieldandstressfieldofrectangulartunnelshasbeensummarized.
Theresultsshowthatasmalleraspectratio,alargerPoisson'sratio,andasmallerburieddepthwillmake
thesettlementcurvenolongersimilartoaGaussiancurve.Thevariationoftheseparameterswillalso
affectthesizeanddistributionofthestressfieldanddisplacementfieldtovaryingdegrees.
Keywords:constractionofhole;semi-infinitespace;conformalmapping;displacementcondition;stress
field;displacementfield

  近年来,中国城市隧道建设突飞猛进,不仅数量

上上了新台阶,而且越来越多的隧道类型不断涌现。
其中,矩形顶管隧道相较传统圆形隧道,有着埋深

浅、断面面积利用率高、施工时对地面交通影响小、
无污染、无噪音等优点。近年来,在城市地下过街通

道、地下综合管廊、地铁隧道、中短距离的城市地下

道路、地下空间的互联互通、地铁暗挖车站等工程

中,矩形顶管隧道都得到了广泛运用。矩形顶管隧

道的发展,代表着中国未来城市中短程隧道建设的

新方向。2002年,日本京都地铁工程采用了矩形盾

构机,首次成功建成了矩形单洞双线隧道[1];1995
年,中国的矩形隧道开始起步,2015年,宁波轨道交

通3号线采用类矩形盾构,并圆满完工,标志着中国

在类矩形盾构技术方面取得重大突破并处于世界领

先行列。2004年,波士顿中央大道矩形顶管隧道工

程顺利完成,这项工程连接了美国两条主要洲际公

路干线,工程进行中没有影响道路的正常运营。中

国也有许多矩形顶管的应用,比如武汉地铁2号线

王家墩东站4号出入口工程,通道总长62.4m,仅
用22d便施工完成[2]。

虽然当前矩形隧道的工程实践较为丰富,但对

应的浅埋矩形隧道理论研究工作却明显薄弱。目

前,浅 埋 隧 道 的 理 论 研 究 以 圆 形 隧 道 为 主。

Jeffery[3]和 Mindlin[4]采用双极坐标法研究了圆形

隧道洞周的应力分布,但由于双极坐标法的局限性,
无法求出复杂隧道的应力场,也不能得出位移场的

分布;而且双极坐标法在隧道埋深较浅时会产生较

大的计算误差[5]。Sagasete[6]采用镜像法,假设土体

为不可压缩的弹性半无限体,得到了土体的位移场

和应力场,随后Verruijt等[7]在Sagasete研究的基

础上进一步分析了土体位移场随隧道椭圆化变形的

影响,但Sagasete的方法基于土体不可压缩的假设,
只能计算泊松比为0.5时的情况,有其局限性。曾

彬等[8-9]、魏刚等[10]基于随机介质理论,分析了双圆

盾构隧道和类矩形隧道的土体位移规律,然而受制

于随机介质理论的特点,只能得到位移场的结果,难
以明确围岩的应力分布规律。

利用弹性力学复变函数方法,可以通过保角映

射将一些较为复杂的几何单连通域映射为复平面内

的简单几何单连通域(单位圆或同心圆环等),然后,
在这些域内,可以结合给定的边界条件,较为方便地

解出复应力函数。许多学者基于复变函数理论的这

一特征,对圆形隧道以及其他异型隧道进行了很多

有意义的研究。Verruijt[11-12]通过保角映射将半无

限空间上的圆形孔洞映射为同心圆环,利用弹性力

学方法,分别得到了不考虑体力情况下的给定孔边

均布径向位移和给定孔边均布径向压力的两种解析

解。随后,Strack等[13]考虑了体力的影响,在应力

解析函数中添加了可以计算由于土体自重产生的开

挖引起的不平衡力系的项,得到了孔边位移边值问

题的解。路文超[14]、蔚立元等[15]、张永兴等[16]在此

基础上考虑了不同荷载作用的情况,并作出了解答。
王立忠等[17]基于Verruijt解法分析了Pack[18]提出

的4种不同的圆形隧洞边界位移边界条件,并将其

解答与隧道实测数据进行了比对,指出第3和第4
边界条件更加符合实际工程结果。此前基于复变函

数方法的研究多针对圆形隧道,而对于非圆孔隧道

进行的研究较少。曾癸森[19]提出了新的保角映射

函数,可以将半无限空间上的任意异型孔映射成同

心圆环,并给出了椭圆形隧道的解答,验证了其可

靠性。
笔者基于曾癸森[19]给出的保角映射函数,将半

无限空间上的矩形隧道映射成复平面上的同心圆

环,假设问题为平面应变问题,忽略体力的影响,假
设地表边界为零应力边界,孔口边界为均匀径向收

缩的矩形位移边界,通过弹性力学复变函数方法得

到问题的解析解。通过与有限元结果对比验证解析

解的可靠性,并基于得出的解答进一步分析矩形浅
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埋隧道开挖的应力场和位移场,总结矩形浅埋隧道

位移场和应力场的一般规律,为之后的矩形隧道研

究打下基础。

1 半无限空间矩形浅埋隧洞问题描述

图1为z平面(直角坐标系)下,半无限空间中

矩形孔洞的示意图。b为矩形隧道的宽,h为隧道的

高,d为孔洞中心到地表水平线的距离,A(O)点为

坐标原点,B点为地表水平线的无穷远点,C点和D
点分别为矩形隧道顶部和底部轮廓线与隧道中轴线

的交点,E点和F 点为矩形孔洞在右半平面的两个

角点。θ为矩形孔洞的角点F 相对矩形中心点所在

的角度。R 域为半无限空间中矩形孔洞以外的区

域。假设土体为均质各向同性弹性材料,将问题简

化成平面应变问题进行讨论。

图1 半无限空间的一个矩形孔洞

Fig.1 Ahalfspacewitharectangularcavity
 

根据Muskhelishvili[20]给出的平面应变问题的

复变函数方法,弹性解答可以由R域内的两个解析

函数φ(Z)和ψ(Z)表示出来。其中,应力分量为

σx+σy =2φ'(Z)+φ'(Z)  (1)

σy-σx+2iτxy =2z
-

φ″(Z)+ψ'(Z)  (2)

  位移分量为

2G(u+iv)=κφ(Z)-zφ'(Z)-ψ(Z) (3)
式中:G=E/(2+2μ)是剪切模量;E为土体的弹性

模量;κ是与泊松比μ相关联的参数,在该平面应变

问题中,取κ=3-4μ。
在z平面中,地表平面无应力作用,故采用应力

边界条件控制;矩形孔周采用均匀收缩的位移边界

条件,故采用位移边界条件控制。边界条件为

z=z
-
:φ(Z)+z·φ'(Z)+ψ(Z)=0 (4)

z∈l:κ·φ(Z)-z·φ'(Z)-ψ(Z)=2G(u+iv)
(5)

式中:l为矩形孔周线上的点形成的集合。

2 复变函数解法

2.1 共形映射

采用曾癸森[19]提出的共形映射公式(6),将z
平面上的R 区域映射为ζ平面上的同心圆环,其中,
圆环内外半径分别为α和1,圆环内边界对应矩形孔

洞边界,圆环外边界对应地表边界。如图2所示,z
平面上的A、B、C、D、E、F 点分别对应ζ平面上的

A'、B'、C'、D'、E'、F'点。ϑ1 和ϑ2 分别为E'点和F'
点在ζ平面上对应的幅角。

z=ω(ζ)=ia1+ζ
1-ζ

+i∑
n

k=1
βk(ζk-ζ-k) (6)

式中:

z=x+iy=reiθ (7)

ζ=ξ+iη=ρeiϑ (8)

图2 共形映射区域

Fig.2 Planeofconformaltransformation
 

式中:a和β为待定系数,以及圆环域的内半径α也

为待定系数。曾癸森[19]只计算了椭圆形隧洞,由于

孔洞形状比较简单,所取的映射函数项较少,很容易

求解,但矩形隧洞需要的映射函数项较多,大大提升

了需要求解的非线性方程组的未知数数量,直接求

解存在困难。Zhou等[21]曾采用基于最小二乘法迭

代计算方法来确定任意空腔保角映射方程的常系

数,参考其方法进行迭代计算,并作出一些改进。

1)首先,沿着矩形孔洞边界从D 点开始按逆时

针方向等间距取m+1个取样点(其中,第一个和最

后一个取样点是同一个点),这样,就将孔洞轮廓均

等地分成了m 段,得到了m+1个取样点在z平面

上的坐标。同时,在ζ平面上将圆环域的内边界从

D'点开始,沿逆时针方向,同样等间距地划分成m
段,这样,也就得到了ζ平面上的m+1个取样点的

坐标。将z平面和ζ平面上得到的取样点,按照从
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起点处逆时针依次经过的先后顺序进行编号,并一

一对应起来。在圆环域内边界取点的过程中,由于

圆环域的内半径α暂且未知,不妨先假设一个初值

(α0=0.5),再在之后的计算中迭代逼近真实值。

2)将m个取样点的坐标代入共形映射公式(6)
中,将会得到一个由m+1个方程,k+1个未知数组

成的方程组,这个方程组可以写成矩阵形式

AX =B (9)
式中:

A=i·

1+ζ0
1-ζ0ζ

0-ζ0-1ζ02-ζ0-2…ζ0k-ζ0-k

1+ζ1
1-ζ1ζ

1-ζ1-1ζ12-ζ1-2…ζ1k-ζ1-k

1+ζ2
1-ζ2ζ

2-ζ2-1ζ22-ζ2-2…ζ2k-ζ2-k

 ︙   ︙    ︙   ︙   ︙

1+ζm

1-ζm
ζm-ζm-1ζm

2-ζm-2…ζm
k-ζm-k

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(10)

X=[a β1 β2 … βk]T (11)

B=[z0 z1 z2 … zm]T (12)

  根据最小二乘法原理,式(9)可以写成

X=(ATA)-1ATB (13)

  3)通过过程1)中得到的z平面和ζ平面中取样

点的坐标,可以得到一个初始的A和B 矩阵,代入

式(13)中便可解得第1组系数矩阵X。但得到的第

1组系数是不准确的,需要进行进一步的迭代,以提

高精度。

4)将上一步过程中得到的X矩阵再代入式(9)
中,得到一组新的z平面上的参考点坐标。这组坐

标代表了采用当前系数矩阵X 的情况下,ζ平面中

圆环内边界上的点投射到z平面上的情况。在仅进

行了第一次迭代的情况下,会发现新的参考点偏离

所需要的轮廓线较多。

5)为了进行下一次迭代,需要将新得到的参考

点坐标进行修正。首先,需要计算当前参考点轮廓

线的周长,将m个参考点中相邻的两两参考点间的

距离都叠加起来便可得到;随后,计算从起点处沿逆

时针方向到各个参考点所走过的路程;最后,根据各

个参考点对应路程在周长中的占比,找到在精确的

矩形轮廓上同样占比的取样点,由此便可得到一组

修正后的取样点坐标。

6)由上一步可得到修正后的B矩阵,随后重复

3)、4)、5)的迭代过程,直到第t次迭代产生的系数

矩阵Xt和第t-1次迭代产生的系数矩阵Xt-1之间

的误差满足精度要求,则认为迭代收敛。

7)以上过程是针对α0=0.5进行的迭代,此时

在5)中得到的迭代收敛后的轮廓线还不是需要的

矩形孔洞边界,需要进一步对α值进行修正,才能得

到满足需要的α值。经过试算发现,当α值偏大时,
轮廓线将会位于矩形孔洞边界的外侧,且α值越大,
外扩的现象越明显;反之,当α值偏小时,轮廓线将

会位于矩形孔洞边界的内侧,且α值越小,内缩的现

象越明显。因此,通过计算判断轮廓线周长与精确

矩形孔洞边界周长的大小关系,便可确定当前设定

的α值与精确值之间的大小关系。当轮廓线周长大

于孔洞周长时,说明当前α值偏大,将α值适当缩

小,反之,则将α值适当放大,然后重新进行1)至6)
的迭代过程。当得到的新轮廓线周长与孔洞周长之

间的误差满足精度要求时,停止迭代过程,此时得到

的待定系数a、βk、α能够精度较高地完成共形映射。
2.2 洞周位移收敛条件

隧道在开挖的过程中不可避免地会产生土体损

失,一般来说,隧道的开挖面相比最终的隧道断面要

略大一些。在矩形隧道开挖过程中,由于土体损失

的存在,将会引发矩形孔收缩的问题,通过给定孔收

缩的位移条件,对此问题进行分析。对于圆形隧道

的位移边界条件,Park[18]给出过简化的4种径向位

移边界条件,但矩形隧道的位移边界条件更加复杂,
目前鲜有研究。采用如图3所示的矩形径向位移收

敛模式,设定边界条件位移参数u0,图3中孔口位移

值ub=b·u0、uh=h·u0,位移模式表述为

u+iv=

[-b-2i(y+d)]·u0,ϑ∈(ϑ1,ϑ2)
(-2x-ih)·u0,ϑ∈(ϑ2,ϑ3)
[b-2i(y+d)]·u0,ϑ∈(ϑ3,ϑ4)
(-2x+ih)·u0,ϑ∈(0,ϑ1)∪(ϑ4,2π)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(14)
式中:ϑ1、ϑ2、ϑ3、ϑ4为矩形4个角点在ζ平面中对应

点的幅角。ϑ1和ϑ2已在图2中标出,根据对称性有

ϑ3=2π-ϑ2、ϑ4=2π-ϑ1。
将ζ=αeiϑ=α(cosϑ+isinϑ)代入共形映射函数

式(6),使其展开成实部和虚部的形式。

z=ω(ζ)=x+iy (15)

x= 2a·αsinϑ
1+α2-2αcosϑ-∑

n

k=1
βk(αk+α-k)sinkϑ

(16)
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图3 矩形径向收敛模式

Fig.3 Rectangularradialcontractionmode
 

y= a(1-α2)
1+α2-2αcosϑ+∑

n

k=1
βk(αk-α-k)coskϑ

(17)

  图2中,通过矩形边界角点F(x,y)在z平面中

对应的角度θ,可以推出

tanθ=h
b =y+d

x
(18)

  将式(16)、式(17)代入式(18)中,可以计算出

F'在ζ平面对应的幅角ϑ1,同理可得E'对应的幅

角ϑ2。
至此,矩形位移收敛模式分段函数的分段区间

已经完全确定,可将其用傅里叶级数表示,方便后续

计算。

u+iv=f(ασ)=∑
+�

k=-�

Akσk (19)

2.3 应力函数的求解

由于φ(Z)和ψ(Z)是R域上的解析函数,映射

函数ω(ζ)也是解析函数,因此,φ(Z)和ψ(Z)可以用

ζ来表示。

φ(Z)=φ(ω(ζ))=φ(ζ) (20)

ψ(Z)=ψ(ω(ζ))=ψ(ζ) (21)

  根据复变函数理论可以得出,在ζ平面的环形

域γ上,φ(Z)和ψ(Z)可以展开成Laurent级数的

形式。

φ(ζ)=∑
+�

k=-�

akζk (22)

ψ(ζ)=∑
+�

k=-�

bkζk (23)

  同样,边界条件在进行一些微分代换后,也可以

写成ζ表示的形式。

ζ =1∶φ(ζ)+ ω(ζ)
ω'(ζ)

·φ'(ζ)+ψ(ζ)=0

(24)

ζ =α∶κ·φ(ζ)- ω(ζ)
ω'(ζ)

·φ'(ζ)-ψ(ζ)=

2G(u+iv)=f(ζ) (25)

  式(25)中,f(ζ)是由矩形孔口位移边界条件确

定的位移函数。

在ζ平面上,有ζ=ρσ=ρeiϑ,因此ζ
-
=ρσ-1,由此

可得

ω(ζ)
ω'(ζ)

=

a(1+ρσ)/(1-ρσ)+∑
n

k=1
βk((ρσ)k-(ρσ)-k)

-2a/(1-ρσ-1)2-∑
n

k=1
kβk((ρσ-1)k-1+(ρσ-1)-k-1)

(26)
式中:ω(ζ)/ω'(ζ)较为复杂,无法直接写成级数形

式,但可以转换为傅里叶级数来计算。

ζ =1∶ ω(σ)
ω'(σ)

=∑
�

k=-�

δkσk (27)

ζ =α∶ω(ασ)
ω'(ασ)

=∑
�

k=-�

γkσk (28)

  将式(22)、式(23)、式(27)代入地表应力边界条

件式(24)中,可以得到

∑
+�

k=-�

ak+∑
+�

v=-�

(vδk+v-1av)+b-k  ·σk =0(29)

  由此可得ak 和bk 的关系式

b-k =-ak-∑
+�

v=-�

(vδk+v-1av) (30)

  令f(ζ)= ∑
+�

k=-�
Akσk,再把式(22)、式(23)、式

(28)、式(30)代入孔口位移边界条件式(25)中,解得

Ak =ak(καk+α-k)+∑
+�

v=-�

v(δk+v-1α-k-γk+v-1αv-1)·av

(31)

  Verruij[11]根据半无限空间圆形孔洞问题的对

称性,假定所有系数均为纯虚数,矩形边界的问题也

具有同样的对称性,因此,可以做出同样的假定,有

ak=-ak、bk=-bk。
通过式(30)、式(31)可以求解所有的ak、bk,由

此获得问题的弹性解答。
根据式(3)、式(20)、式(21),得到位移表达式

u=Re 12G
κφ(ζ)- ω(ζ)

ω'(ζ)
·φ'(ζ)-ψ(ζ)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  
v=Im 1

2G
κφ(ζ)- ω(ζ)

ω'(ζ)
·φ'(ζ)-ψ(ζ)􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(32)

  同样,可以得到应力表达式
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σx =Re2φ'
(ζ)

ω'(ζ)
- ω(ζ)· φ″(ζ)

ω'(ζ)2
-φ'(ζ)·ω″(ζ)

ω'(ζ)3    -ψ'(ζ)
ω'(ζ)  

σy =Re2φ'
(ζ)

ω'(ζ)
+ ω(ζ)· φ″(ζ)

ω'(ζ)2
-φ'(ζ)·ω″(ζ)

ω'(ζ)3    +ψ'(ζ)
ω'(ζ)  

τxy =Imω(ζ)· φ″(ζ)
ω'(ζ)2

-φ'(ζ)·ω″(ζ)
ω'(ζ)3  +ψ'(ζ)

ω'(ζ)  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(33)

  利用式(32)、式(33)可以求得土体的应力场和

位移场。其中,位移场包括了土体整体的刚体位移,
假设地表无穷远点的位移为零,则各点的位移再减

去地表无穷远点的位移后才得到最终的位移场

结果。

3 结果验证

为了验证理论模型的准确性,利用ABAQUS
建立了矩形孔收缩的有限元模型,将其得到的有限

元解答与理论解进行对比验证。模型宽取100m,
高取50m,隧道中心点深度d取3m,矩形隧道宽b
取1.5m,高h取1m,泊松比μ取0.3,u0取0.1,弹
性模量E取10MPa。限制模型左右两侧的水平位

移,Verruij指出有限元模型需要将底部的位移释

放,以消除刚体位移对模型的影响,因此,底部不设

置边界条件。矩形孔洞周边区域采用自由网格划分

技术,远离孔口的区域采用结构化网格划分技术,网
格划分后总计9057个单元。有限元模型如图4
所示。

图4 有限元计算模型图

Fig.4 Finiteelementcalculationmodel
 

图5为有限元解和本文解产生的地表沉降曲

线、地表水平位移曲线、矩形孔周第一主应力分布以

及位移场和最大切应力τmax云图。图5(a)中,有限

元解和理论解都产生明显的沉降曲线,地表最大沉

降值分别为70.1、68.7mm,误差仅为2.85%,且两

种方法计算的地表沉降曲线从中轴线一直到地表远

端都保持着较好的一致性。图5(b)中,地表的土体

都产生了朝中轴线方向的位移,有限元解和本文解

的最大位移分别为距中轴线3.7、3.8m处,误差为

2.7%;有限元解和本文解的最大位移值分别为48、

图5 本文解与有限元解对比

Fig.5 ComparisonoftheproposedsolutionwiththeFEM
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54mm,误差为11.1%,相比沉降曲线的误差来说要

偏大;这是由于有限元的边界条件限制了边界处的

水平位移,但没有限制竖向位移,因此,有限元解得

到的水平位移结果的误差将会大于竖向位移结果,
本文解得到的水平位移解将比有限元解的精度更

高。图5(c)中,横坐标为沿着矩形孔周,以矩形底边

中点为起点,按逆时针方向所走过的路径长度占总

周长的比值;纵坐标为第一主应力值;本文解和有限

元解在底边中点、侧边中点和顶边中点处的第一主

应力误差分别为7.4%、3%和1.5%,具有较好精

度;在矩形角点处,有较为明显的应力集中现象,本
文解的应力集中现象比有限元解要更加明显,这是

由于有限元解在处理应力集中问题时,应力集中的

结果受网格影响较大,同时,本文解的映射函数精度

也会对应力集中的结果产生影响,但总体而言,这部

分误差可以接受。
图5(d)、(e)为有限元解和本文解的位移场云

图和最大切应力云图,左半部分为有限元解的结果,
右半部分为本文解的结果。很明显可以看出,有限

元解和本文解得出的位移场和应力场基本吻合,从
而进一步验证了本文解的可靠性。

如果假设土体为弹塑性土体,采用Tersca屈服

准则来判断土体的屈服面,那么最大切应力的等值

线可以作为土体弹性区和塑性区的分界线。观察到

塑性区最早会出现在矩形孔洞的4个角点,随着矩

形孔洞的位移逐渐增加,塑性区将会从4个角点向

外拓展相连,形成类矩形状的塑形区。
经过上述对比,可以看出本文的理论解与有限

元解之间具有很高的一致性,从而验证了理论方法

的正确性和可靠性,可以采用该理论方法继续深入

矩形顶管的研究工作。

4 参数分析

4.1 位移场分析

4.1.1 高宽比对矩形隧道沉降槽的影响 算例保

证矩形隧道的截面面积为πm2,取高宽比h/b分别

为1/2、2/3、1、3/2、2,隧道深度d取3m,土体泊松

比μ取0.3,弹性模量E取10MPa,位移参数u0 取

0.1。同时,根据Verruij给出的方法,计算一组圆形

隧道来对比,圆形隧道的中心点深度和矩形隧道相

同,圆形半径为1m,圆形孔周收敛模式为均匀径向

收敛,采用与矩形隧道相同的土体损失率来计算。
图6给出了圆形隧道以及不同高宽比的矩形隧

道所形成的沉降槽,结果表明:若保证相同隧道的横

截面积和土体损失率,则圆形隧道产生的沉降槽与

高宽比h/b为1时的矩形隧道(正方形)产生的沉降

槽基本接近。对于矩形隧道,随着高宽比的增加,沉
降槽的宽度逐渐减小,而沉降槽的深度逐渐增加。
随着高宽比的改变,沉降槽的形状将会发生变化,当
高宽比减小到某一个值以下时,沉降槽将不再是一

个类高斯曲线的形状,最大沉降点不再位于隧道中

轴线处,轴线处的沉降值将小于两侧。这种现象随

着高宽比的减少,将会越来越明显。这种沉降槽形

状受高宽比影响的现象,可能是因为沉降槽受到矩

形隧道侧边和上下边位移的共同作用叠加,其中顶

边向下的位移对沉降槽的影响较大,而侧边的横向

位移也会对位移场产生影响。当高宽比较小时,侧
边较短,侧边位移对位移场影响较小,影响区域集中

在两条侧边处,所以,此时沉降槽的最大沉降点位于

沉降槽中心两侧(对应两条侧边所在位置);而当高

宽比较大时,侧边较长,侧边位移对位移场影响较

大,两条侧边的影响区域相互叠加,使得侧边横向位

移产生的地表沉降最大值依旧在沉降槽中心处。

图6 圆形及不同高宽比矩形隧道的沉降槽

Fig.6 Settlementcurveincircularandrectangulartunnels
withdifferentheight-widthratios

 

4.1.2 不同泊松比对沉降槽和横向位移的影响 
选用泊松比μ分别为0.1、0.25、0.35、0.5,弹性模

量E取10MPa,矩形隧道宽b取1.5m,高h取

1m,隧道中心点深度d取3m,边界条件位移参数

u0取0.1。
图7给出了不同泊松比条件下形成的沉降槽,

结果表明:泊松比对沉降槽深度的影响较大,随着泊

松比的增大,沉降槽的深度将会明显加大,同时,沉
降槽的宽度也会增加。沉降槽的形状也会跟随泊松

比的变化而变化,当泊松比很小时(如图7中μ=
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0.1时的曲线),沉降槽的形状很接近类高斯曲线;随
着泊松比的增大,沉降槽的形状将会逐渐发生改变

(如图7中μ=0.35时的曲线,明显沉降槽底部趋于

平缓);而泊松比的值超过某一界限,沉降槽的最低

点将会向隧道轴线两侧偏移,沉降槽轴线处的土体

相较于其两侧的土体发生轻微隆起(如图7中μ=
0.5曲线所示),这种现象伴随泊松比的增大愈发明

显。这种现象在高宽比分析中,推测是由于侧边横

向位移造成的,而泊松比是横向正应变与轴向正应

变绝对值的比值,泊松比的取值大小将会很大程度

地反映侧边横向位移对地表竖向位移(沉降槽)的影

响。泊松比越大,侧边横向位移对沉降槽的影响越

大,因此,沉降槽形状发生改变的现象会越明显。

图7 不同土体泊松比的沉降槽

Fig.7 SettlementcurvewithdifferentPoissonratios
 

图8为不同泊松比条件下,x=b位置处土体的

横向位移曲线图,结果表明:从整体上看,泊松比越

大,得到的横向位移越小。横向位移的最大值点集

中在隧道中心点深度d附近,泊松比对于横向位移

的最大值影响很小。泊松比对横向位移的影响主要

体现在隧道以上的土体,泊松比不仅会极大地影响

隧道以上土体的横向位移值,而且会改变横向位移

曲线的形状。当泊松比偏大时,隧道以上土体的最

小横向位移点出现在地表;当泊松比减小到某个值

以下,最小横向位移点将会向下偏移。

图8 不同土体泊松比的横向位移曲线

Fig.8 LateraldisplacementcurvesofdifferentPoissonratios
 

4.1.3 不同埋深对沉降槽的影响 选用隧道埋深

D分别为1、3、5、7m,隧道埋深D 为隧道顶部到地

表的距离;泊松比μ取0.3,弹性模量E取10MPa,
矩形隧道宽b取1.5m,高h取1m,边界条件位移

参数u0取0.1。
图9为不同埋深的矩形隧道产生的地表沉降曲

线,结果表明:隧道埋深对沉降槽最大沉降值影响很

大,埋深越浅,最大沉降值越大;同时埋深也会影响

沉降槽的宽度,沉降槽的宽度随着埋深的增加逐渐

减小。埋深较浅时,沉降槽的形状会发生变化,变化

情况和低泊松比和较大的高宽比时相同,中轴线上

的地表沉降将会略大于其两侧的沉降值。

图9 不同埋深的沉降槽

Fig.9 Settlementcurvewithdifferentdepth
 

4.2 应力场分析

4.2.1 不同泊松比对孔周应力的影响 泊松比μ
分别取0.1、0.3、0.5,对高宽比h/分别b为2/3、1、

1.5进行分析。u0取0.1,弹性模量E取10MPa,埋
深D取3m,隧道截面面积取πm2。

图10为高宽比分别为2/3、1、1.5的隧道在泊

松比0.1、0.3、0.5下的孔周σ1 分布。横坐标为孔

周点的相对位置,0代表底边中点,0.5为顶边中点。
分析结果可知:不同的泊松比将会影响孔周σ1 的大

小。泊松比越大,孔周σ1 整体数值越小,但应力集

中的现象将会更加明显,反之亦然。取不同泊松比

时,矩形孔洞各个边中点处的第一主应力值相互的

比值不会发生改变,这说明泊松比不会影响孔周应

力的分布情况,只会影响孔周应力的大小。

4.2.2 不同埋深对孔周应力的影响 矩形隧道埋

深D取1、3、5m,对高宽比h/b为2/3、1、1.5进行分

析。位移参数u0取0.1,弹性模量E取10MPa,泊
松比μ取0.3,隧道截面面积取πm2。

图11为高宽比h/b分别为2/3、1、1.5的隧道

在埋深1、3、5m下的孔周σ1 分布。结果表明:无论

对于哪种工况,埋深越小,矩形隧道孔周在各个位置

的第一主应力值都会越小,反之亦然。很明显,埋深

1m相对于埋深3m时的应力变化非常大,而埋深
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图10 不同泊松比下的孔周σ1 分布

Fig.10 Thefirstprincipalstressdistributionaroundthe

poreunderdifferentPoissonratios
 

3m相对于埋深5m时的应力变化相对小很多。这

是由于埋深较浅时,隧道孔周应力受地表影响较大,
对于埋深相对敏感;而埋深较深时,隧道的孔周应力

受地表影响较小,随着埋深的加大,孔周应力的变化

将会趋于收敛。矩形隧道的埋深和高宽比都会影响

孔周应力分布情况。埋深越小,隧道顶边第一主应

力的最大值相对于底边的比值将会越大,随着埋深

的增大,这一比值将会趋向于1,这与隧道从浅埋到

深埋的变化规律相一致。同时,埋深越小,侧边第一

主应力的最大值相对于底边的比值将会越大,随着

埋深增大,这一比值也会趋向于一个固定值。这说

明,当隧道属于超浅埋时,最大第一主应力往往会出

现在顶部。

5 结论

基于复变函数方法得出了可以适用于平面应变

条件下半无限空间中矩形隧洞的位移边界条件解析

解,且通过有限元的计算结果验证了解析解的可靠

性;然后基于该方法对不同埋深、不同高宽比、不同

图11 不同埋深下的孔周σ1 分布

Fig.11 Thefirstprincipalstressdistributionaroundthe

poreunderdifferentdepth
 

泊松比对位移场和应力场的影响进行了敏感性分

析,得到以下主要结论:

1)提出的方法是一种解决半无限空间矩形孔收

缩问题的复变函数解法,该方法经过与有限元计算

结果的对比验证,保证了其可靠性。解析解与有限

元解相比,应力场和位移场都比较一致,仅在应力集

中的结果上偏于保守,在实际工程设计运用中,采用

解析解的结果会更安全;分析了半无限空间矩形隧

洞问题的塑性区发展规律,发现塑性区最早会在矩

形孔洞的4个角点产生,随着位移的增大,逐渐拓展

连通,最后,塑性分界面将在矩形孔洞外围呈类矩形

分布。

2)在本文的边界位移条件下,对沉降槽的参数

分析结果表明:沉降槽的深度与土体泊松比和矩形

隧洞埋深呈负相关,与矩形隧洞的高宽比呈正相关;
而沉降槽的宽度与土体泊松比和矩形隧洞的高宽比

呈负相关,与矩形隧洞埋深呈正相关;在泊松比较

大、埋深较浅、高宽比较大时,矩形隧洞的沉降槽曲

线的形状将不再是类高斯曲线,主要表现为沉降槽
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的中心处相较于其两侧将会产生轻微隆起现象,沉
降槽的最大沉降点不再位于沉降槽中心。

3)土体泊松比不会影响孔周应力的分布,只会

影响孔周应力的大小。土体泊松比越大,孔周第一

主应力的值越大,反之,泊松比越小,孔周第一主应

力的值越小。隧道埋深不仅会影响孔周应力的大

小,还会影响孔周应力的分布。隧道属于浅埋时,埋
深对于孔周应力的影响较大,当埋深较大时,埋深对

孔周应力的影响较小。隧道埋深越小,孔周第一主

应力的值越小,反之亦然。随着埋深的加大,顶边最

大第一主应力的值相较于底边将会逐渐减小,最终

两者比值趋向于1,顶边最大第一主应力与侧边的

比值也会逐渐减小,最终趋向于一个常数。
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